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Prólogo 


El presente manunl está divigido a los estudiantes de las faculta- 
«des fisicomalemáticas de las Escuelas Normales Superiores que 
estudian la especialidad N? 2104 «Malemálicas» y «Matemálicas y 
física». Ha sido escrilo en correspondencia con el programa en vigor 
«del curso «Prácticas para resolver problemas matemáticos». 

Al escribir el libro los autores han procurado que en él estén 
rellejados los tipos fundamentales de problemas escolares de álgebra 
y trigonometría (en el manual hay cerca de 2000 ejemplos, problemas, 
ejercicios). De ellos, 1700 son ejercicios de diversa complejidad para 
el trabajo individual (junto con los problemas relalivamente sencillos, 
hay otros cuya solución requiere un serio trabajo, en ocasiones no 
estándar). La resolución de semejantes problemas ayudará a que el 
estudiante adquiera la cualidad profesional más importante del 
futuro maestro de matemáticas: la capacidad de resolver los proble- 
mas de matemáticas del curso escolar. 

El libro que ofrecemos al lector es no sólo y no tanto un compendio 
de problomas, sino un libro de prácticas. Esto so refleja en la estruc- 
tura del libro. Cada apartado contiene, en forma informaliva, ol 
material teórico necesario y una cantidad bastante grande (cerca de 
300) ejemplos detalladamente analizados, útiles a los estudiantes des- 
de el punto de vista metodológico. 

Al trabajar con el presente material los autores so han basado eu 
la serie de manuales para el curso «Prácticas para resolver problemas 
matemáticos» escritos para los estudiautes por correspondencia en 
diversos años. Al escribir el presente manual fueron también em- 
pleados los libros de texto y los manuales escolares, libros para 
los maestros, diversos compendios de problemas de álgebra y trigo- 
nometría, mauuales para los estudiantes que ingresan on los centros 
de enseñanza superior, las variantes de los problemas de malemálicas 
para los exámenes de ingreso a distintos centros de enseñanza supe- 
i los materiales de las olimpiadas escolares de matemáticas. 








Los autores 


Primera parte. ALGEBRA 





Capítulo Y 
TRANSFORMACIONES IDENTICAS DE EXPRESIONES 


$ 1. Descomposición de polinomios en factores 


Para resolver muchos problemas algebraicos suele ser preciso re- 
presentar el polinomio dado en forma del producto de dos o más 
polinomios o bien en forma del producto del polinomio por uu 
monomio que contenga no menos do una variable. No obstante, no 
cada polinomio permite realizar la descomposición en factores sobre 
el campo de números reales. P.ej., los polinomios z + 3, a4+6r+ 
+10 no pueden ser descompuestos en factores. Semejantes poli- 
nomios reciben el nombre de no reducibles. Se considera que la dos- 
composición do polinomios en factores está lerminada si los poli- 
nomios obtenidos son no reducibles. 

Durante la descomposición de polinomios en factores se hace uso 
de diversos procedimientos: sacando el factor común de los parén- 
tesis, mediante la agrupación, empleando las fórmulas de multiplica- 
ción abreviada, etc. Examinemos varios ejemplos de aplicación de 
estos procedimientos. 

EJEMPLO 1. Descompongamos el polinomio en faclores 

1. f (a, d) = a? — 24%) — 2ab? + 0, 

2. f (a) = 4 —7a +70 +45. 

souución. 1) P.ej., unamos los sumandos extremos en un grupo 
y los medios, en otro y en el segundo grupo sacamos de los paréntesis 
el factor común. Obtenemos: 


fía, d) = (0 + 6?) — 2ab (a? + 0?) = (a? + 0?) (1 — 2ab). 

2) Representemos los términos segundo y Lercero del polinomio 
prefijado de la forma siguiente: —7a?* = —3a* —4a?, Ta = 124 — 
— da. 

Entonces escribimos: f (a) = a? — 3a? — 4a? + 12a — 54 + 15. 
Agrupamos los sumandos a pares y en cada grupo sacamos de los 
paréntesis los factores comunes: 

f (a) = (a% — Ba?) — (4a? — 120) — (5a — 15) = 
= a? (a —3) —4a (a —3) —5 (a —3) = (a — 3) (a? —40 — 5). 
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Queda por descomponer en factores el polinomio a? — 4qa — 5, 
Esto es posible de realizar con dos procedimientos. 

l-er procedimiento, Tenemos: a* — 4a — 5 a -a— 54 — 5 
=0(a+1)—5(a +1) = (a +1) (a — 5). 

2-do procedimiento. De la ecuación a? — 4a —5 =0 hallamos 











las raíces: a, = —1, a, = 5. Empleando la fórmula de descomposi- 
ción en factores de un trinomio cuadrático (az? + br+c= 
=a (ua —21) (1 — 22), obtenemos: a*—4a—5 = (a —aj) X 


X (a —a,) = (a + 1) (a — 5). 

Así, pues, f (a) = (a — 3) (a + 1) (a — 5). 

EsumPLO 2. Descompongamos eu factores 

Fa, db, c) =ab la + b) — bc (b + c) + ac (a — e). 

Solución. Aprovechemos que la expresión en los primeros parén- 
Lesis es la suma de Jas expresiones contenidas en Jos paréntesis segun- 
do y tercero: ak b=(b+:<c)+ (a —c). Entonces 


f (a, b,c) = ab ((d + c) + (a —c)) — be (b + c) + ac (a —c) = 
= ab (b +c) + ab (a — e) — be (bd +) + ac (a —c). 


A continuación, electuamos la agrupación de los términos y sacamos 
de los paréntosis el factor común. Obtenemos: 


(a, b,c) = (ab (b + e) — de (b + c)) + (ab (a —c) + ac (a —c)) = 
= (hb -+ c) (ab — bc) + (a — c) (ab + ac) = (b 4- c)b la —c + 
+ (a —c) a (b + c) = (a —c) (b -+ 0) (a + D). 
eJemMPLO 3, Descompongamos en factores 
f(a) = a? — 5a* — a + 5. 
soLución. Healicemos la agrupación y, después, saquemos de los 
paréntesis el factor común: 


f (a) = (a? — 54%) — (a — 5) = a? (a — 5) — (a — 5) 
= (a — 5) (a? — 1). 
Empleando seguidamento la fórmula p?—q? = (p —9) (p + 9), 
obtenemos: 
f (a) = (a —5) (a —1) (a +1). 
EsmmrLo 4. Descompongamos en factores: 
f (a, b) = 4a? — 12ab + 50%. 
sonución. Complelamos el binomio 4a? — 12ab hasta el cuadrado 
perfecto. Obtenentos: (2a)? — 2 (2a) (3b) + (3b)?. Entonces 
Fía, b) = (4a? — 12ab + 90%) — 90? + 56? = 
(2a — 31 — (20)? = (2a — 3b — 2b) (2a — 3b +- 2b) = 
= (2a — 5b) (2a — 0). 
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EJEMPLO 5. Descompongamos en Faclores 
$ (a) = «* — 100? + 109. 

SOLUCIÓN. Advirtiendo que a? + 169 = (0 + 13% 
do esta suma hasta el cuadrado perfeclo, obtenentos 
J (a) = (a* + 26a? + 169) — 262? — 100? = 

= (a + 13)? — (60)? = (a? — 6a 4 13) (u? 4. Ga + 13). 
EJEMPLO 6. Descompongamos en factores 
Ha, db) = 04 +04 ari Y, 

soLución. Como a? — D' = (03)? — (3? = (8 — 9) (u? + 0%) = 
= (a— b) (a + ab + 0?) (a + D) (a? — ab + 0%) y al + añb? 4 Di 
= (a + 20%? + d) —a?b? = (a? + $9 — (ab? = (a? + ab + d*) x 
Xx (a? — ab + b*), entonces f (a, b) = (a + ab + 1%) (a* — ab + 
+ 02) ((a — b) la + 0) +1) = (a + ab + 0?) (a? — ab + 13) (a? 
—b 44). 


completan 








psempLo 7. Descompongamos en factores 
f (a) = a? + Ya? + 27a + 19. 


sonución. Es fácil ver que hasta el cuadrado perfecto a la expre- 
sión f (a) le falta 8. Por ello, podemos escribir f (a) = (a? + Ya? + 
+ Ya +27) 8 =(a4- 39 — 2 = (a 43 2) ((a > 3) 
+ (u + 3)-2 + 4) = (a + 1) (a? + 84 + 10). 

EJ Los. Demostremos que si at N y /(a) =a4! + Gal + 
+ 41a Ga, f (a): 24*. 

sonuctón. Representemos Ga? y 11a? en forma de la suma de los 
términos semejantes: a? = a? + 54? y Ma? = 5a? + ba?. Entonces 
(a) = at + (a + 50%) + (5a? + Ga?) + Ga = (a! 0) + (50% 
+ 50%) + (Ba? + 6a) = a? (a + 1) + 50? (a +1) + a (a + 1) = 
=a(0+ 1) (2 +59+6)=0a(0+1) (042) (0 +3). Pero de 
cuatro números naturales sucesivos, por lo menos uno de ellos se 
divide por 3, así como dos números son pares, es decir, uno de ellos 
se divide también por 4, por lo tanto, el producto de estos cualro 
números se divide por 3-2-4. Así, pues, f (u) : 24. 

esempio 0. Demostremos que si f (a) = a? (a? 4- 14) + 49, donde: 
a es un número impar, f (a) : 64. 

soLución Notemos que f(a) = 04 140? 4 40 = (0 A 7 
Como «e es impar, a =22 —1, donde nEN. Eslences, / (4) = 
= (20 —1) = ((0n — 19 + 7% = (4% —án 4 8 = 16 (1 — 
— nm + 2). La expresión obtenida se divide por 16. Por esta razón, 
para demoslrar que f (a) : 64 es suficiente demostrar que (1% — n d- 
+ 2) : 4. Analicemos dos posibles casos: 1) nr es un número par y 
2) n es un número impar. 
















* Recordemos que el signo « ; » significa «se divide poro (sin resto). 
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1) Sin es par, 1 también lo es y, por lo tanto, 1? — 1 +2 es 
par, o sea, (12 -—n + 2) : 2 y, por consiguiente, (1 —n +2):4, 
lo que significa que f (a): 64. 

2) Si nes impar, 4% también lo es, pero enlonces 2? -— n es par 
y 1? —n-+2, también. Así, pues, en semejante caso f(a) : 64. 


EJERCICIOS 
Descompongan en factores: 


tai 2204-13. 044,4, al — 180? +81, 

5. 02 — Za q 

640 d 70420201. 

8.400 — (14 et — ay 

Yala 10. ap da. 

10 dat 4 Gard 12 0 — (4 4 aja Y ab. 

13, at 32%. M4. aa LoS ara, 

16. 2at + 04 data 2 17, at 4 305 + 40? — Ga — 12, 
18. (2 + a+ 3) (+04) 42, 19, a+ ad. 
20. 20% + 4a? — ate q act — 4bte $ 2b0? — habe. 


. al ) 
32. (a +1) (a 4-3) (a + 5) (a + 7) + 45. 
3 +5 0 (44 04+2(0?4 04 
34. (a — bie? — (a — c)07 + (db — c)a?. 
35. (a — A o 0 la JA 
36. (3 + 899 — (14 4 99 — (a? — 029, 
37. al + 2adh — Sab? — hab? — MA, 
38. a2b2 4 abi de ate de 1e + be? + Babe 
39. al tb ed — 20d — Za de? — 20, 
Mara parart 
4l. at 20 4 3 +4 2a +1. 
42. al — 20% — Sad? — Gal? — DA, 
43. 4+a4yZa+2 4. tato 
45. Demuestren que si a € N, (a? — 5a? + 4a) ; 120. 
46. Demuestren que si a es unnúmero mutuamente primo con 6, (a — 1) ; 24, 
47. Denuestren que sí a € N, (20? + 34? + a) : 6. 
48. ¿Con qué valores de a € N la expresión at + 4 es un numero primo? 





$ » a a a . 
49. Demuestren que si a es un número par, q + +. un número 
entero. 
Ta? 
24 


á CA Se a A 
50, Demuestren que si aEN, mrgt ++ 3 es un número entero. 


$2. Transformaciones de expresiones racionales a 





nsformaciones idénticas de expresiones 
tonales 


La sustitución de una expresión analítica por otra idéntieamenlo 
igual a ella en cierto conjunto, lleva el nombre de transformación 
idéntica en este conjunto de la expresión dada. 

Al realizar transformaciones idénticas de una expresión es posible 
la variación de su campo de definición. P.ej,, reduciendo los Lérmi- 
nos semejantes al simplificar la expresión 


ed Yi Vx, (0 
ampliamos su campo de definición: la expresión «dado sólo está 


defínida con x>0, mientras que el polinomio oblenulo después 
de Ja simplificación 





a+dr—ó (2) 


está definido con cualesquiera valores de z. Las expuesiunes (1) y (2) 
son idénticamente iguales sólo en el conjunto [0; col, 

El campo de definición de la expresión puede asinusmo vaciar 
después de la simplif: ón de la fracción. Así, la fracción algebraica 

2—á a 
P06T3 6) 
está definida con 231, 2 +-—2. Después de simplificar por 
(2 — 1), obtenemos la fracción 
2 
HE, 4 

«definida con 3 —2. Las expresiones (3) y (4) son PCC 
igualos en el conjunto J—oo; —21 U 12; 11 4J6 

La variación del campo de definición de la Ence es lambién 
posible como resultado de ciertas otras Wanslormaciones, por lo 
que, después de efectuar la transformación de la expresión diula, 
siempre lay que saber responder a la pregunta en qué conjunto ella 
es idéntica a la obtenida. 

Una expresión algebraica leva el nombre de racional si ella sólo 
contiene operaciones de sumar, mulliplicar, restar, dividic y eleva- 
ción a nna polencia entera. 














247 qe ab — p 
ab * 
SOLUCIÓN. Representando ab como la suma de los términos seme- 

jantes 2ab — ab, obtenemos 

20? + ab— 1? = 247 + 2ab — ab — 1 = La (a + dh) — b (a «- db) = 

= (a + b) (2a — b). 


Entonces f (a, b)= A db 


FJEMPLO 1. Simplifiquemos la expresión f (a, b) = 
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La simplificación por a -+ b se ha realizado partiendo de la condición 
de que a -+b30. De modo que f(a, hb) = 2a— e sia <—b. 






EJemio 2 Simplifiquemos la expresión fa) = 


soLucion Después de dlescompouer en factores el numerado 
nemos (véase el ejem. 5, pág. 9): a— 10074- 169 = (a+ Ga + 13) x 


Xx la? — lia + 13). 

Por lo taulo, [(q— E A - 60 +13. 
Como a? + Ga + 13 no se reduce a cero con ningún valor real de 
aah a+ 13= (0 +39 +4>0), / (a) = a? —6a 4-13 con 
lodos los valores «de a. 

EyumpLO 3 Simpliliquemos la expresión 








Za 2 (4 —3)-4-12 
1()= (a Ez tas +oparo) 7 . 
soLución Realizando las operaciones indicadas, obtenemos: 
a (a d342a (ud 2) add y? Ga 04 120 
para) * z S 
== ( 207 la 4-4 








añ se qn 





ta-| 1Me+e (a-+ 3) y 








Así, pues, / (a) =2 si a 4, a+ —2, a —3. 
rsembto + Simplifiquemos la expresión 
añ 1 e 
(0,0, ) = py =P eN: 


somuciun Reduciendo lodas las fracciones al mínimo común 


denominador, obtenemos: 
_ Puta 
1,0) —— 

Advirtiendo que b— <= (a —c) — (a — b), transformamos el 
numerador de la siguiente forma: «a%(b—c) — b* (a — c) + 
+e (a — b) = e)—al(a—b)—b(a—=c)+0c* (ab) = 

(a —c) (a? b) (* — a?) = (a — e) (a — b) (a + b 
eo a) = (a —b) (b — €) (a —c). 

Así, pues. siaz=b, ac, bc, f(a, b, 0) =1. 

EJEMPLO 5 Demostremos que si a b4c= 

0 +84 = 3abe. 
souución Como a-+b-+co=0, a =—b—c<c. Entonces, 
O A A e ties De o ie Ns A 
= (00 + Bd%e + 3he? + 03) 4 03 4 0% = (3% + Bbc) = —3be X 
Xx(b + <). 
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Pero b 4 c= —a. De modo que a 4d? 0? <= — Me (—a) = 
= Sabe. 
EJEMPLO 0. Demostremos que si a+ b+a=0, dolo a 0; 
b3%0; c>50, entouces 
ab, bc, ca e e , b 
A E 


e a A—b Y be ea 





SOLUCIÓN. Consideremos el producto del primer factor en la pri- 
mera fracción del segundo factor: 


ab y be, eay e 
( a E ) p=t+( 
bbehacat e cfa—b)— (ab) e 


= Lp ab E ii ab 5 
«IR L—=DCie+ mL: 














e 
7 = 14 lc (a+) 


Pero según el planteamiento a+b= e Por ello, pura el 
producto que consideramos, ublenemos 14 E. 
De forma análoga el producto del primer factor por la segunda 


2nt 

fracción del segundo fuelor es igual a td en lanto que por 
“e an > 

la tercera fracción, — Sumemos los resultados obtenidos 


20 
ab 





e E 3 


2 (0-1 a? 4-09) 
abe 





=3+ 


Como A+ e= Babe (vease ol ejem. 5, pú. 12), 


3+ eo to 2-Rabe sh, 


lo que teníamos que demostrar. 

En los siguientes ejemplos las transformaciones iMénticas de 
expresiones racionales actúan no como objetivo, sino como medio 
para resolver problemas en los que se hace uso del método de inmbne- 
ción matemálica. 

El indicado método se enuncia de la forma siguiente: 

La afirmación dependiente de un número natural n, es válida para 
cualquier n, si se realizan dos condiciones: 

a) la afirmación es válida para n= 1; 

L) de la validez de la afirmación para n = k (con cualquier valor 
natural de le) se desprende también su validez para n =k +1. 

La demostración según el mélodo de inducción matemática se 
realiza así. Primero, la afirmación a demostrar se verífica paran = 1, 
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Esta parle do Ja demostración recibe cl nombre de base de la induc- 
ción. La siguiente parto de la demostración lleva el nombre de paso 
de la inducción. in ella se demuestra la validez de la afirmación 
para 2 => + 1 en la suposición de la validez de la afirmación para 
n= k (suposición de la inducción). 

esemrLO 7. Demostremos que PA424384... 41 
24D 
REA 

souución. Para n=1 la afirmación es válida, ya que 12= 


IA Supongamos que ella es correcta con 1=h, cs 


decir, A O E 


. Demostremos que en 

tal caso ella tumbién es correcta con n=k-+1, o sea, 
EN A DS ION 

En ofecto, 1H PEER (4 1)? DI de 

+ (+1)? LU REA S UN ES MENOR nO =Ñ 


— ed) (AZ) LED 
EA 





Así se ha demostrado la validez de la afirmación para cualquier 
número nalural 7. 


4 +1)y2 
EsemLo 8. Demostremos que 142434... += (unn) A 
sozucion Com n=14 la afirmación es válida ya que P= 
» 
ESA Supongamos que es correcta con 2=4, Cs decir, 
134 2434... P= ESA Demostremos que entonces lum- 
bién es correcta con n=k-+1, 0 sea, 


pr po (E), 


En oleoto, Pera e e (IED 


OA eS (OA) _ (4-1) (44-212 
PR a pea 


De este modo queda demostrada la validez de la afirmación para 
cualquier número natural ». 

pyempLO 9 Demostremos que la suma de los cubos de tres núme- 
ros reales sucesivos se divide por 9. e 
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SOLUCIÓN. Demostremos que 
(54 (041) + (+ 2)9) 50 (5) 
con cualquier » natural. 

Ante todo comprobemos si la afirmación (5) es válida con n= 1. 
Tenemos: 1? + 2% -+ 32 = 36, pero 36 : 9, por lo tanto, con » = 1 
la afirmación es cierta. 

Supongamos que la afirmación (5) es cierla con n= k, o sea, 

(o + (e + 19 + (e + 2)5) 19, 

Demostremos que en tal caso también es cierta con 1 =k +1. En 
realidad, (k + 1) + (k +2) + (4 3) = (k 4 19% + (4-29 + 
+ hs + 9% + 27k + 27 = (10 + (e + 19 + (+ 29) +9 (+ 
+ 3k +- 3). Como cada sumando de la suma obtenida se divide por Y 
(el primer sumando según la suposición de inducción, el segundo por 
contener el factor 9), la suma también se divide por ese número. 
De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos a la 
conclusión de que la afirmación es cierta con Lodas las n € NV. 

EJEMPLO 10. Demostremos que 


(8uiel + 40n — 67) : 64 (6) 


con cualquier » natural. 

SOLUCION. Si n=41, 33 4 40-14 —67 =0, pero 0:64. listo 
significa que con n = 1 la afirmación (6) es cierta. Supongamos que 
ella es cierta con n = kh, o sea, (32%*1 4 40k — 67) : 64. Demostre- 
mos que entonces también es cierta con n = k + 1. En efecto, lene- 
mos 3240 4 40 (de + 4) — 67 = 9-3%:+H 4 40% — 27 =Y (340 4 
+ 40% — 67) — 320k + 576 = 9 (3% + 40% — 67) + 64 (Y — 5h). 

Cada sumando se divide por 64, por consiguiente, toda la suma 
se divide, asimismo, por 64. Así, pues, la afirmación (6) es cierta 
con todas Jas n EN. 

EJEMPLO 11. Demostremos que 


(uo + En? + 11n? + 6n) : 24 (7) 


con cualquier »2 natural. 

soLucIóN. Con 1 = 1 la afirmación es válida, ya que 1 + 6-H11 + 
+6=24 y 24:24, 
Supongamos que la afirmación (7) es cierta con n = k, es decir, 
(6% + 61% 4 11%? + 6k) : 24. Demostremos que enlonces también 
es cierta con n=k-+41. Efectivamente, tenemos: (k +11 + 
+6 (k + 14 11 (e + 0924644) = (1 4 10 411104 01) 4 
+ 24 (4? + 1) + 4 (10 + 11%). 

Si ahora demostramos que 


(1% + 111) : 6 (8) 
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con todas las k, quedará demostrado que la expresión prelijada se 
divide por 24. Ante uosotros ha surgido un nuevo problema. Para 
resolverlo de nuevo hacemos uso del mélodo de inducción malemá- 
tica. 

Ante todo, comprobemos si es válida la alirmación (8) con k = 
Uslo es evidente: (1 + 11) : 6. Sea la afirmación (8) cierta con l 
= m, es decir, (m? 4 11m): Demostremos que entonces también 
lo es con k =m-+ 1. En electo, 


(m+1) +11 (m +1) = (0% + 11m) + 12 + 3m (mn + 1). 

De dos números naturales sucesivos m1, (m -+ 1) uno de ellos es 
oblígaloriamento par, por lo Llanto, (mm (m + 1)) : 2, mientras que 
(3m (m -+ 1)) : 6. Pero, en tal caso, ((m3 + 11m) + 12 + 3m (m + 
+ 1)) : 6. 

De aquí llegamos u la conclusión de que (1% + 11%) : 6 con 
«cualquier le natural, La afirmación (8) queda demostrada. Así, pues, 
la afirmación (7) es cierta para todas n EN. 

líemos de melicar que el ejemplo examinado puedo ser resuelto 
sin aplicar el método de inducción matemática. 








EJERCICIOS 





ARAS 
Ga th 6a? 





3u*b —3b 





Simplifiquen lus expresiones: 


























Na dl la ha 8a? 

Nr E Er E nn 

> E de 16 

dan db EA ree trin 

y ) 1 

ET T mmntaaaata EN FORT" 

, Al aa! 

Sl E O O = : 

! a a vpo 

di E a—0 -») ( aFo +0) ( a—5 -a) 
1 1 

de DH eta 

E 1 (er Zhe ) 
Ta DEE 
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1 1 6 1 

% acostó 

sé a+b be ca 

NS o 
ae a—e e Apey cli be—a 

ataca A A 
a 1 a 1 

o, 372 _ TR 1 1 





AFD IIA APATA TNA 
ab, be, ea, (a—b)(b<c)(e—a) 
O E Tn 
0 — ab be — bed ca — ca? 
aba oca 
a 
PAPI Ea 
71. Demuestren la identidad: 
be c—a a—b 
(O E TS pa Nr 
72. Demuestren la identidad: 
(4—b) (d-—<) (d—c) (d—a) (d—a) (d—b) 
O a O) 
73. Demuestren que si a, b, cE RR, de la igualdad (a—b)24-(b=c* + (0—a)*= 
=(a+b—20)94-(b4-c—20)2+(c+a—2b)? se deduce que a=b=c. 
74. Denosttfen que con aER (a—1) (a—3) (a—4) (a—6)+10 es un número 
yo, 
75. Hallen el menor valor de la expresión (a—1) (a—3) (a—4) (a —6) +10. 
76, Demuestren que si a+b-+c=0, pta e : te A 


EUR DEIA RA 
77. Demuestren que si a+b+c=0, * - +, dl Pr te a Et y 


sE m n a b e Po, mtb,n 
78. Demuestren quesi 5441 Y o At 








69. 





=dl 








a b e 


== > E av =0M, donde al, axc, 
E o dE 
CN a ri 
80. Demuestren que si a-pb+c=0, ab (124c2)408 (22405) + (0804 0)= 
(Abi) lat ves) 
= z A 


79. Demucstren que si 











be, entonces o 


Las siguientes identidades han de demostrarse según el mútodo de imduc- 
ción matemática *. 


p.BL, 1242 BH. E A 


* En los ejercicios 81 —119 se supone que n € N. 
20204 


do 


123423 44.0 0040) a+2)= 


A 2een ta Bab 
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3 lo E 
44274 B 0d. en (Bn) =n (1-4 1)% 
1 



































1 ñ 1 a 
OS TOS ET 
A (Law) 
E A a E 
03. Lada ELL, dodo 2 a 
7 (109 —9n — 40) 
9%. TATI ETT AA A 
95. (a+ +42 (nd == 20 103050... (2n— 1). 


101. 





t 1 1 £ 


1 1 m2 
cp JAS y) (: 25) a") ZnP2 
TOS 2 24h Enonl= (abi) it. 
0 n—i 4 
tata + Ne 
B, 2 ES nad) 
13 pst AAN AO" 
2” nat) 
«must 57 Hr Pa=D EP 1) (2n+3) 227 +F1)En4-3) 
1 1 1 1/4 1 
E Ia ( 27" ara) + 


nín+1) (142) (143) 
A 





dc y. 
o e E E O pros 


Deduzcan las fórumlos para las sumas: 





Bey lt 1 
=i3b3pth-- Y fa) P+D" 

di y 1 
TEE ETT 








Es 
FAN 
1 
FETO D" 
84 pl NA, 


Demuestren las identidades: 











an * 


Ñ 2 
elo pate donde +1: 








E O ay 
adt 043 7, amd a DPP 
- E qn 2% > D 
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1 E 4 2 1 PA 
qe Hate t + dia 


brad. 


104 





+ A. * 











Demuestren la validez de las afirinaciones: 
107. (61) 335. 108. (4"+15:—1) ¿ 9 
109. (29n+a - 5N.3n+2 To 440. (07743023) 3 11. 
111, (322 —8n—9) 3 64. 142, (8125-2901) 3 10, 
113, (20e5.gun gone) 3 37, 
114, (702 48%) 357, 495. (12412391) : 133. 
116. (2843.35 —4) 5 25. SIT, (SW 20d 2191) 7 23 
118. (QEn+2. Gm —, 22) 3 1053. 
119. (af--3n5 4 6nt — 7072) 3 24. 














2 





$ 3. Transformaciones idénticas de expresiones 
irracionales 


Las expresiones algebraicas en las que hay extracción de la raíz 
de la variable o bien la elevación de ésta a potencia racional frac- 
CUR. llevan el nombre de irracionales con relación a dicha varia- 
ble. 

Recordemos la definición de raíz aritmética. Si a >0y nen, 
n > 1, sólo hay un número no negativo zx tal que se realiza la igual- 
dad zx" = a. Este número x se denomina raíz aritmética de n-ésima 
potencia del número no negativo a y se designa con va. 

De lo dicho se desprende que la igualdad VU =7 05 cierta, en 
tanto que las igualdades Y 23 = —7 o bien / 47 = +7 son incier- 
Las. 

Si n es un número impar mayor que 1 y a < 0, por va se entiende 
semejante número negativo x que 2" =a, 

Si n, k, mEN, a>0 y 5>0, enlonces: 


1, Ya=Ya Vb. 
Esta propiedad se propaga al produclo de cualquier uúmero de 
factores, p.ej, Y 8-27-125=Y3-Y 27-/125=2-3-5—230. 
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OBSERVACIÓN. Si a<0 y 6<0 las propiedades 1” y 2% toman la forma: 


s=_wris rr 1/2 Y el 
a=yla bl; ==" ==" 
y Vlalv 1015 Y 5 “7161 





a YA, po PV. 
Y Ya ia Va Y. 
50 YA, pj Ya. 


onservación. Si los índices do las raíces son números impares, las propie- 
dades 19—5% también se realizan para a < 0, b< 0 y para ab < 0. 





Recordemos otra importante propiedad de la raíz aritmética: si n es 
un número par, es decir, n=2k, tiene lugar la identidad Yak= 
=121, pj, V(NI—2P=1/3—2]=2—V3. 

Recordemos la definición de potencia con exponente racional. 

1) Si a40, =1. 


2) Si a3=0, ar =Ya* (un, m son números naluralos, n>2). 
3) Si a>0, et (r es un positivo racional). 
E, 

4) Sia<0, mEZ, a=a"* 

Enumeremos las propiedades fundamentales de las potencias con 
exponentes arbitrarios racionales: 

1, aa, 

22, (ar) =0", 

30, (ab)"=a"+b". 


E ES E 
4. (5 es 
ga Eo pr 


donde a>0, b>0, r y s son números arbitrarios racionales. 
EJEMPLO 1. Simplifiquemos la expresión 


A=(Y 2 +V8—V38) (Y 72— y 500— Y 8). 
sonución. Primero simplifiquemos cada uno de los radicales 
dados: 
V32=Y16-2=4/2,VB=/35=3 V5, /98=/29-2 Va; 
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Después de esto la expresión prefijada toma la forma 
A=(4/24+3 Y 5-7 2)(6 Y 2-10/5-2 Y 2)= 
=(3/5-3y 2) (4 y 2-10y5) 
Después, obtenemos: 
A=12 Y 10 —24— 150430 Y 10= 42 y 10—176 = 
=6(7 Y 1029). 
EJEMPLO 2. Simplifiquemos la expresión 


a VIVA V 2 Var V3-V 24 V 24427 y3x 
xV 2 Y 24V24+V3- 


SOLUCION. Multipliquemos primero los factores tercero y cuarto: 











Va VaViry3. Y 241 24V2+V3= 
Vi (V24-V24y3) =V1-0+V24+y5= 
=V 21243. 
Multipliquemos el resultado obtenido por el segundo factor: 
Vea-V23+y3.V24V2+V3=V4-(V2+V3?= 
=V4-R4+13)=V24V3. 
Multipliquemos este resultado por el primer factor: 


V2ay3.V24y3=V3(/3P=y34-3=1. Así, pues, =1. 


EJEMPLO 5. Simplifiquemos la expresión A=Y (2—Y 7. 




















soLuCIÓN. De acuerdo con la propiedad 5% de las raíces Obte- 
nemos A=V [2=Y7|. Poro 2-Y7<0 y, por lo tanto ¿l= 
=V—=Y%-Vy7-2. 

PIEMPLO «- Simplifiquemos la expresión A = V 27 — 10 Y 2. 

soLución. Está claro que la expresión se simplificará si resmlta 
que bajo el signo de la raíz tenemos el cuadrado perfecto de la dife- 


rencia entre ciertos dos números. Representemos 10 Y/2 como el 
producto doble de dos números, la suma de cuyos cuadrados sea 


igual a 27, es decir, 10 v2 $ 2-V2-5. 
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De este modo, A =Y 2-2 /2-5+25=V (Y 2-5P=/1Y 2-51 
y como P2Z—5<0, A=5-V2. 

vemo s- Simplifiquemos la expresión A=V9 Y 3-11y 2. 

soLución Razonando como en el anterior ejemplo, escribamos el 
radicando en forma del cubo perfecto de la diferencia entre dos ciertos 

ros. Tenemos 9I/3=3Y3+6Y3=(Y/39+3-V3.(Y 2)? y 

11/2=9 242 Y 2=3(Y 3)-Y 2+ (Y 2). 

De esta forma, 

A VIP VIV VIV (2 
WI y=V3-V2. 

elempLO 6. Liberémonos de la irracionalidad en el numerador 

do la fracción A==>=—+ 
EE 

soLución Multiplicando el mumerador y denominador de la frac- 


ción por el «cuadrado no perfecto» de la suma de los números V2y1, 
obtenemos: 











aaah Vid 3414 _3/7 1,431 
A=-> - = + =Y 44 y 2+1. 
DIGA iba 
EsmmrLo 7. Liberémonos de Ja irracionalidad en el denominador 


3 
Ar 2—V3* 
sozución Liberémonos de 1/3 en el denominador. Con este fin, 


multiplicamos el yumerador y denominador de la fracción por la 
expresión adjunta al denominador: 


E — UE ZAS 
1-1 DU+ 24 15) a+ 1293 
— MA V 243 
= 2142 á 
Ahora, nos liberamos de va en el denominador: 
AMALIA 312424 V0) 
2112. Y 2 4 B 
BsEmPLO s. Calculemos la suma V 20+ y 3 ++ 20— y 392. 
soLucion. Hagamos A:= Y 207 Y 3924 Y 20— Y 392 y eleve- 
mos al cubo los dos miembros de esta igualdad. Obtenemos: 
(20 + y 302) +3 (Y 204 y 392) Y 20— y 30243 Y 20+ y 302 x 
x (Y 20— y 303) +1(20— y 302) = 45, 


de la fracción A= 





A= 








+ 


A= 
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u bien 40+ 31 20 302-Y 20 y, 302- (mv 20 4- Y 302 + 
+V20—Y32)=45, donde V 20+ Y 3024 Y 20—1 sl 





De esta forma, obtenemos: 4043 V 2 ($ 3032.44 -.0, 404 
+64= 4, A64—40=0. 

Pero 43 — 64 —40 = (4? — 44?) + (44? — 1641) 1: (104 — 
ROL = A? (4 —4) + 44 (1 — 4) 4-10 (4 — 4) = 14d —4) x 

x (4? + 44 + 10). 

Como 4? 4-44 +10 = (42 +44 +4) +6 = (ld +2 + 
+60, la igualdad (4 — 4) (4% + 44 + 10) =0 sólo se realiza 
con Á =4, 


Así, pues, Y 20-+ Y 392 + Y 20— Y 392=4 
EJEmPLO 9. Transiormemos la expresión 


f(a)=Y 2¿—4a+4+ Y a +6a 40 
aja forma que no contieno Jos signos do la raíz y del módulo. 
ÓN, Como V ¿=p 4=y (a—2- |a—21 y 
FI=V(F3=]a+43 1, /(0)=a—214 0431. 
Los puntos a, = —3 y a, = 2 dividen la recta unmérica en los 
intervalos J-—oo; —3[, [—3, 2[ y [2; ool. Analicemos la expresión 
prefijada en cada uno de eslos intervalos. 

E tenemos: |a—2|=—a+ 2, Ja +3]. —e— 
—3, 0 Ana Fa) = a+ 2=a— 
Con —3<a<2, tenemos: [a—2]=—442, jes 

=a+3 y, “enlontes, f(a) = a+ 2+a+3=5. 
Por fin, con a>2, tenemos: Ja—2|=a—2, Ja+3]|= 
=4a +3, 0s decir, (aq) =2a—2+0+3=2 +1 












= —2a — 


—2a—=1, si a«a<—3, 
Así, pues, f(a)= 5, si —3%a<2, 
2a+1, si ez, 






EJEMPLO 10. Simplifiquemos la expresión 
fa, yy Haya y Ha, 
donde a>0, b>0. 
340). E 
soLUCION, f (a, b)= V Ye V (Y E ) 


—1Va+r 1 11G—b1 
15 : 
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Como a>0, b>0, Va+b>0 y, por lo tanto, [Y a-+b|= 
=Va+b. Esto significa que 


f(a, )= 





Ahora hemos de analizar dos casos: 1) Pa—b>0, 2) Pa— 
=0b<0. 


En el primer caso, lenemos; | Y 2—b]| =VYa—b y, por con 
siguiente, 


is— e 
Ha, y A =2yb. 


En el segundo caso [Y a—b| = —(Y a—b) y, por lo tanto, 
v5 MILK: 
2Y 0, si Va >», 
Así, pues, f(4, b)=l yz en 
a ES 
EJEMPLO 11. Simplifiquomos la exprosión 
3/17 VTA YA 
aVa— 2 Y 04 ya a 
a e re 
soLución. Realicemos las transformaciones por operaciones, Preci- 


samente, simplifiquemos consecutivamente las fracciones entre 
paréntesis. Tenemos, 


o Var a—2 Va Vin 
.y0 Va/a—VD) 


=YauYya—Yh). 





Me Pr = 
Ja, d)= Va+o+ Ya—b _ 21/06 




















Á continuación, 


y LEVE VGA y, 
Va va—Vo 





Alora, 
Vai (DY ya. 
Y, por fin, 


yVayd=1. 
Así, pues, f (a, b) =1. 
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EJEMPLO $2. Simplifiquemos la expresión 


1 1 , Sa 
19=( Vara Y Hi+ yd 
SOLUCIÓN, Liquidemosla irracionalidad eu el denominador, prime- 
ro en la dd y, a continuación, en la segunda fracción. Tenemos, 
1) Va-VaFt — Va VR 
vv” AV Va) +1 
=Y add Ya. 



































2) 1 a Va+ya-1 
VaYaa — (Va—YVa—D(Va+Va—1) 
=Va+ Yya—1. 


Así, pues, 





dl 
1 Le 
) Va+ Vat a 
A continuación, 


Vi=1+ Vat 
4 m4y 3 - a . 


=Ya+14+ya—1. 


Y, a continuación, 


MS e 








Así, pues, 
1(9=Ya=1. 
EJERCICIOS 
Hallen los valores de las expresiones: 
120. 2a*—5ab-+2b* con a= Y B+Y3 y b= V5— 


V5+V2 V5 
121. 3a244ap—302 con a= II EVZ y pe A 
es e ERE 


122, 4094-20? —8a +7 000 a (1341) 











E, Ñ E 
1. TED VEA y A 
o Viy+l Vzy—1 
Vatz4 Vaz 
124 Ta Vea con == 
1 1 1 1 


125. 2a (+20 (24 (1422) con (0 y 
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Simplifiquen las expresiones: 
125. Vir Ya 01. V3=2 V2 
pq —— y VÍ 
128. (Vs+2 164 152 va). E 
2443 2-43 —5ITR 
A — 130. Viyi+2v0. 
Va Vara” y Vi 
31. VITEVES 132. Y 2816 V3. 
ss. ViaaVora va. 194. V 34 Vs-Vi34V8. 


Libérense de la irracionalidad en el denominador de la fracción: 


129. 








Va Y3 * 








4 
VUE VAIS 154 y 10 
141. anar E o 
247 144842 VVi3 21242131 6-2 
dia las siguientes igualdades: 


e 























344. 
Var Y 1 
Varo Yi0—y3)=1 
a. V 52 VD (52 1) (49 20 48), 
V21-3 11843 V 12 48 
6442 6-4 1/2 2 
18. (535 - Y 
: Mier Va-V6-417 3) 
3 HE) 10 
16. (428-237 134) 52D) 4-1 B=á. 
Gava 84 y5 335) ( il d 





150. lod Voy E EEN 


Ls vii V 5 Vi1=2. 
Denmuestren las identidades, indicando el dominio «le su determinación: 





160. 


161. 


162. 


163. 


164. 


105. 


$ 3. Transformaciones de 


ViVa—z1 





42 Vo 
V1B=15. 











Vera 1WB4-] 5 





=) 


17 
ia] 


expresiones irractionales 


E 








E Y (e 


a eya 








Ye 211523 CTA 
A A ÍA 


2—a 





ha—b 


21 a+ yb 





4 
+ 





8 (a+ 


Denwestren las identidades: 





2034 (01) Y 2% 


2) tE)". 


42034 (041) Y Rs 





A V vay 





7 











VE 


2 








siz>i. 


Simplifiquen las expresiones: 

















(Farre) ars (Lanas). 

(Ens 2). pa 1 ad Ya 
1 Vb" a 14 pa Vas 
mon =i (que a E ) . 

om pón Vin  m—Y ma  Viindn 


Vita 





É 


50. Vara o TT LE = 
1 


Ha Vz 





( Vi+a— Y 1=a 


mi 
ra 


2 
5 T 


m5 0,5 


a 





Vi 


49,6 
5 10,5 


E 
j 


a) ( ha ). 











VES 
de iv) donde a >, b>0 


14 


-2 





a) 




















j ( Va—=á Vai Viv Vento 
ÍA b za: 4 4d a 
(y ya) de id Eyar2) ) lv lapa 
Y ( ET +1) 7%), donde a>0, 4>0. 
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Fuúcarita => 
: (ai 14 EX 
15. (y Y ra ) 
4 => 1 
pe ho ua * 73 “+ 
160. UU (0) (45) $ 
1—a Ñ 
Ata 
A 
170. (sz 
E 
a 





471.0 (atar; 3) VD-Va 


ina. 









172. 
% aYa4oVD+ od aa 20 
35 Er A A AAKÉR 
7% (at (1 a+ VB)? 424 Y a+» YE 3/50) 
4 a Ya+o Vb ab" 
e á 
1 1 2? —2 ca 
5 (Ea ETE su dE 
dar al aa 





116. e dt ya. 


Ñ 

m ( (a+1) la JA 0 — 320%) (09 — 

Ñ ej ADA ab—23 4) 
20 























vs. (Va—o (ap ya): 2 Liz 
> (api a l+a(a—2 
un (EA-d-a *)s aa pÍ 
33 

4h + 2ab 16%? 
sens ( Y 4d Bab — Y ta"b—Bab? ) ( 
(eh Ra a (REA 

a—Vabta 


Fb+pa 
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$ 4. Transformaciones idénticas de expresiones 
exponenciales y logarítmicas 


Recordemos los datos fundamentales acerca de los logaritmos 
necesarios para resolver los problemas de este párrafo. 

Sea a un número positivo distinto de 1. El número x recibe el 
nombre de logaritmo de N en base a, si a* =N. 


P.ej., logs 16=4, ya que 2:=16, ly 337 =-—3, ya que 


(V3)*= + . En general, log, a” =r. 

De la definición de logaritmo se desprende que, primero, la 
anotación x= log, N y a* = N expresan una misma dependencia 
entre los números a, z, N; segundo, el número V debe ser positivo; 
tercero, sí a>0, a+ 1, N >0, entonces 


AN y (1 


En esencia, la identidad (1) es la anotación matemática de la 
definición de logaritmo; además, le dan el nombre de identidad loga- 
rítmica fundamental. 

Para todo número positivo NY y cualquier número positivo a, 
distinto de 1, sólo existe un número real x tal que = = log, N. 
En particular, de aquí se deduce que si N, = N,, log, N, = 1084 No, 
donde N, >0, N,>0. 

Recordemos las propiedades fundamentales de los logaritmos: 

SiPW, -N, > 0, entonces 

1%. log, (N,-N,)=108,1WV] 4108, 1NW2l. 

2%. logo -=1o81W,]—10ga1WVal- 

2 


Si, en particular, N¿>0, N¿>0, [N,[=N,, [N¿]=Na y ob- 
tenemos: log, (N,:N¿)= log, Ny + loga Na, 1084 En = log¿N, — 
—loga Na. 

3, Si NV >0, HER, log, N*= py log, N; si N30, p= 2m (m = 
=w41, +2; --.), log,N"=p log, 1N|. 


% N 
4, SiN>0,b>0, b3£1, log. N= F2z. 


Esta identidad suele ser llamada fórmula de transición a una nue- 
va base. En particular, con N=b, de ella se desprende que 


log,b = 








logg a * 


52, Si N>0, HER, log, Y =10g, y NB. 
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Examinenios algunos ejemplos. 


1 
2. 1-— log,25 
EJEMPLO 1. Calculemos 49. 4 z 
soLución llaciendo uso de que 49 = 7? y de que al elevar una 
polencia a una potencia los exponentes se multiplican. obtenemos: 





1 
ON 
EJ exponente se puede lransformar del modo siguionle: 


49 
5 





2—+ log, 25 —2—log, 5= log, 49 —log, 5 =108 





40 
A La p125 log : ll 
Así, pues, 7 104925 PE Pero de la identidad (1) se 


+ 108,25 


lot 


deduce que 7 . De modo que 497 =9.8. 


eumbLo 2  Calculemos log 25, si log 2 = a. 

soLucióN Tenemos log 25 = 2 log 5. Expresemos el número 5 
con los números 10 y 2 (es decir, con la base dada y el número cuyo 
logaritmo es conocido), einpleando las operaciones de multiplica- 


ción, división y elevación a potencia. Como 5= > 2log5 = 
= 210g Y =2 (log 10 —log 2) =2 (1 —a). 
eempLo 3  Calculemos log, 18 si log, 12 = a. 


SOLUCION. 1-er procedimiento. Como en el anterior ejemplo simpli- 
fiquemos log, 18: 


log, 18 = log, (3%-2) = 2 + log, 2. 
Esto significa que debemos calcular log, 2, sabiendo que log, 12 = 
= a. Expresemos el número 2 con los números 3 y 12 (la base dada 


y el número, cuyo logaritmo es conocido) haciendo uso de las opera= 
ciones de multiplicar, dividir y elevar a polencia. 


Tenemos: 2= yz, entonces 





log, 2 — log vE 4 (log, 12 — log, 3) = La a) 


Así, pues, log, 18=2+ El, A 








2 2 
2do procedimiento. Tenemos: log, 18 = 2 + logz 2. Introduci- 
mos la notación log, 2 = x, entonces log, 18 = 2 + z. 
A continuación, log, 12 = log, (3-2*) =1 + 2 log, 2 =1 + 22. 
De acuerdo con el planteamiento log12=a, por lo lento, 


44+2x=a, de donde x= 7 
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ai 
Z 
EJEMPLO 4- Calculemos log,, 16 si log,, 28 = a. 
soLucion. Empleando las fórmulas 5% y 3%, obtenemos: 





De este modo, log, 18=2+1=2-+ SS = 


log1o 16=l0gy775 Y 16= log, 4= 2 log, 2. 


Introduciraos la anolación log, 2 = zx, entonces log, 10 = 2z. 
A continuación, tenemos: 


log,28 _ log, (2%-7) _ 2log,2-+log,7 _ 2541 
Tog, 14 — log, (27)  log,2+log,7 2H 








logy, 28 = 


Como según el planteamiento log, 28=«, el problema se redu- 








ce a ta solución do la ecuación o =a, de donde hallamos 
Así, pues, log, 16=21= 22, 





EJemPLO 5. Calculemos log,, 60 si log530=au, Jog,, 24=b. 
SOLUCIÓN. 





log, 6) _ log, (4:3-5) __ 2-+Hlog, 3-+log¿5 





O ri AE AS UR 
Introducimos la anotación: log¿3=x, log,5=y. Entonces, 
2er! 
log1, 60= 2 HL 


2px 
A continuación, Lenemos: 


log, 30 _ log, (2:3:5)_ L-brebo 
log, 0 — Toga (2-3) 1 





a=log¿30 
b=10g45 A 8% 1061 (8D 


Así, pues, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema 
ir+y 
i+z 
24+3_ bi 


=4, 


de ecuaciones: 





AY 
Con este sistema hallamos: 





MAT 
e E 
2ab -+2a—1 


Entonces logs, 60= pr > 
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EJERCICIOS 


Calculen: 





182. a) logs loga log, 10; b) —1logs log, Y F 


<) log log vi 10. 
103425 3 logg1 5 
6 


m0 (2) “ .9(3) 


184. a) 36l0%+ 5 4 (yl-102 2 _glog, 36, 
1 





4 
b) gaia 327108 36 y gi08s al 
A” 1 
185. log (2—tog 13-logy5 3) - 
El 


186. logs 7-log, 5-logs 4-+1; b) log 2-log, 3 logs 4-logs 5-10g, 6-logg 7. 
187. a) 21%6:5_5l08, 2, 1) 3/08, 2 _2V 103,3, 


Calculen: 


188. log 1250 sí lug 2 = 0,3010. 
189. logioy40 si log,5 = a. 
490, logo 16 sí log,a 27 = 0. 
191. log, 5 si logs 2 = a, logy 5= 
192, loga; 28 s1log,, 7 = a, log,¿5= 0. 
193. 10875 Y us log, 27=b,4>0,2% l. 
194. log, 3,38 sí log 2=a, log 13 = b. 
195. log, 360 si log, 20 =-a, log, 15 =0. 
196. logy;, 60 si logía 5= a, log, 11 = 0. 
197. log¿ ad sí log, 1 = p, logy n= q, log¿ 1 = r, dondo a, b, e, n son núme- 
ros positivos distintos do 4. 
Pro 
a 
198. logar Vis logay a = a, donde a, b son números positivos, con la parti- 
cularidad de que ab=e 4. a 
109. log,ne n si log, n = 2, logy n = 3 logs n = 6, donde a, b, c son números 
positivos distintos de 4. 










Deinuestren las identidades: 


200. pba a”, 
loga n logan. loga n + A 
Toga nplogan + Togagn o ra bs 
logs a-+ logs 
1+ log, n 
1 1 1 1 1 
Tagan PTogyon logs Ploggen tloggen 
1 
og, Edo oa, 237 AS 


201. a) logayn = 
€) logyn an = 


202. =15 log, a. 








203. 
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logan 1 ee 
204. log, n:logp n-+logy m-log; n+ logo n- logan = nr ne Jon 
aj+b 


205. log y = (log ay log 1) st += 7 


242 E (log a-+log 6) si a? 40%=12ab 








206. log 


Simplifiquen las expresiones: 
207. (logab +1ogy a+2) (108, 0 —lo8as 0) logo —1. 
1—Jog3b 
* (oga D-+logo 01) 10gn E 


logZino 2 1ORi00 d 
209. (0 1960, dog Ó y? Pla 


Vu 








" log, 
240. 0,2 (2019804 3p V2 





1 
Mo, 








EA 
211. v 1420842 _q 
212. Vloga d+ logyar2ologaza: VÍogad- 
213. V Y TogjaFlogi0-F242—l0gy n— 108 b. 
logo »—10B yy Vo 
4, a a pa), 
214 TONE log, (a%h!*) 
po dl 
1 y 
2 “5 15 A 
215. 21oga h | (loga Y a Log» 3 30) — (102, 
sia>t,b>t. 





a] 


a pal 
l- lugo J/ my) 


$ 5, Demostración de desigualdades 


En el presente párrafo serán tratadas las desigualdades, cuya 
validez ha de sev establecida en el conjunto prefijado de valores que 
entran en éste. Si semejante conjunto no se indica, se considera que 
las variables pueden tomar cualesquiera valores reales. 

1. Demostración de desigualdades con ayuda de la definición. 
Como sabemos, por definición se supone que a> hb si a—b es un 
número positivo. Por esta razón, para demostrar, según este proce- 
dimiento, la desigualdad f (a, b, ..., k)>q(a, b, .-., k) en el 
conjunto prefijado de valores de las variables a, b, ...., kse compone 
la diferencia f (a, b,..., k) —q (8, b,.. ., k) y se domuestra que es 
positiva con valores prefijados de a, b, .. ., k (de modo análogo este 
procedimiento se aplica para demostrar las igualdades del tipo 
<q 1>9 f<% 


30204 
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gsemeLo 1 Demostremos que si a>0, 17>0, entonces 


22>y2 (desigualdad de Cauchy). (m 


. 2 ad —— 
DEMOSTRACIÓN. Compongamos la diferencia “2 Yab y calcu- 


=> 9 5y2 
lemos su signo. “Tenemos: E Wa-V3) A 


2 
Con todos los valores no negativos de a y b la expresión 











(ayi? y a a ; 
A negativa. Ella se anula si, y sólo si a=b. Así, 
puas, la diferencia Va no es negativa y esto significa, 


recisamente, que 24> ya. El signo de igualdad sólo tiene 
p que ==> g 


lugar con u=b, 
EJEMPLO 2. Demostremos que si ab > 0, 


4 2>2 e) 


DUMOSTRAGCIÓN. Tenemos; 








4 0 a+ 12—2ah _ (ab)? 
(5+2) 2 ab ab" 


Como ab> 0, “Bso, con la particularidad de que el signo de 
igualdad sólo tiene lugar con a=6b. Así, pues, la diferencia 
(+24) -2 no es negativa, o sea, la desigualdad (2) queda do- 
mostrada, 


EJEMPLO 3. Demostremos que 
a+ 40? + 30? + 14 > 2a + 12b + 6c. (3) 


DEMOSTRACIÓN Analicemos la diferencia 
(a. + 4b? + 30? + 14) — (2a + 12b + 60). 
Después de reagrupar los términos de esta diferencia, obtenemos: 


(2 — 2a + 1) + (4B? — 12b + 9) + (30 — 6c + 3) +1 = 
(a— 1) + (25 — 39 +3 (01 +1. 








La última expresión es positiva con cualesquiera valores de a, b, C. 
La desigualdad (3) queda demostrada. 
psempto + Demostremos que si a + b4c>0. 


a+ +«> Babe. (4) 
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DEMOSTRACION. Consideremos la diferencia a? + y? + 0 — Babe, 
en la que la suma a? + 2% se completa hasta el cubo de la suma. 
Obtenemos: 

0404 e — Babe = a + 3a?b 4 3ab* + 19 + 0? — Bab — 
— Bab? — Babe = (a + DY —3ab (a+ b+ 040 


Después de descomponer la suma de cubos (a + 1P+< en 
Tactores, obtenemos: 


(a+ 094 01 3ab (a 4 b+c)=((a+b) +0) ((a+ 1 
—(4+b)04c?%)—3ab (a+ 0+c)=(a+b+4c) (a+ 2ab + 
+0 — ac —be4 0? 3ab) =(a 4d +c) (at 4h? 0 


==) H(a+ b+c) (2a? 4 2% + 2c?— 2ab— 2hc— 2ac) = 
=Fl(a+b+o) (a 094 (a—0).4 (00). 


Como, de acuerdo con el planteamiento, a+ b+c2>0, la 
expresión obtenida no es negativa. De aquí se desprenda la validez 
de la desigualdad (4). Señalemos que el signo de igualdad en la 
desigualdad (4) tiene lugar cuando a -+ d 4 c=0, así como al ser 

=b=cC. 

2. Método sintético de demostración de desigualdades. La esencia 
de este método consiste en que con una serie de transformaciones, la 
desigualdad a demostrar se deduce de ciertas desigualdades conoci- 
das (de referencia). Como estas últimas se pueden utilizar, p.ej., las 


siguientes desigualdades: a) a2>0; b) > ab, donde «4>0, 


1>0; 0) q4 10, dondo ab>0; d) a?r+bet+eo>0, donde 
a>0 y bi. 4ac <0. 
EJEMPLO 5. Demostremos que si a>0, b>0, c>0, d>>0, entonces 
ida > ala. (5) 
DEMOSTRACION. Tomemos como desigualdad de referencia la de 
Cauchy: 
a+b, cpd 
E 


2 a4b cd 
—_ EN E 








Como, a su vez, E>Va y => Vd, 





ya “+8 -VVdb.Vd= ad 


2 








3 
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ah, ebd 
+3 135 
Esto significa, ———— > Y ahed. 
ab, c+d 
Poro, E HEAR, 


2 
Así, pues, 24M > abad. 


Al analizar la demostración llegamos « la conclusión de quo el 


signo de igualdad en la desigualdad (5) sólo puede tener lugar si, 
y sólo sia=b, c=d y P- = Es , es decir, cuando a=b=c=d, 
att 


EJEMPLO 6. Demostremos que ( ze Y>a, donde REN, n>1. 








DEMOSTRACIÓN Como de referencia tomemos las siguientes desi- 
gualdades do Cauchy: 


y > A > 
> > > V Tn. 


Multiplicando estas n desigualdades, obtenemos: 











(EY > VDD 210230 MA 00= 


-= Y ninl= Vu)N= ni 
z >. (6) 





; Al 
Así, pues, ( 3 





Como, de acuerdo con el planteamiento, 1 3*1 la primera de las 
desigualdades de Cauchy sólo puede ser estricta. Pero, entonces, 
incluso despues de la multiplicación de las desigualdades de referen- 
cia, la desigualdad (6) obtenida debe ser también estricta. De forma 


que (2) > nm, que es lo que deseábamos demostrar, 


EJEMPLO 7 Demostremos que si a >0, b>0, c >0, enlonces 
1 1 1 
(a+o+ o (+ >. Y 


DEMOSTRACION Como do referencia tomemos las siguientes desi- 
gualdades: 
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(estas desigualdades se convierten en igualdados en aquellos casos 
cuando a=b, a=c y b=c, respectivamente). Sumándolas, obtene- 
a b a E b de ee bee ae ab 
mos + IATA GEES ó bien RS TN >0. 

A continuación, realicemos una serie de sencillas transformacio- 


nes: 
(est) (1d) + (19288), 


: 
ebtte ER etrte ds abre >. 








Sacando a+-b4e de entre paréntesis, obtenemos: 
(a+b+c) (+44) 2>0. 


El signo de igualdad sólo tiene lugar cuando a =b=c. 
EJEMPLO 8. Demostremos que si nEN, n > 1, entonces 


1 ¿ 1 A 
Tp ps tp tl (8) 


na 


DEMOSTRACION. Tenemos: 





AA 1 1 1 1 Mos 
tot Sata taa tetra 








+3) +(9-1)+-. 
Así, pues, LA FS 


3. Método de demostración de desigualdades a la inversa. 
rjemubo 9. Demostremos que si a>0, 9>0; c>0, d>0, en- 
tonces 





Verb a>V a+ Y cd. (9 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que con ciertos valores de a, b, c, d 

la desigualdad (9) no es cierta, o sea, se cumple la desigualdad 
VatoIbrT0d<Va + Va. 
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Como los dos miembros de esta desigualdad no son negativos, al 
elevarlos al cuadrado, obtenemos: 


(a4c) (04d) <ab+cd+2 Y abed, 


2 Y abed, y, a continuación, pered V Bo) (ad). 


Pero esto contradice la desigualdad de Caucliy. Esto significa 


que nuestra suposición no es cierta y, por lo tanto, es válida la desi- 
gualdad (9). 


EJEMPLO 10  Demostremos que si a >0, + >0, c >0, entonces 
aá HFRFE 
aHtt Rf. A (10) 


DEMOSTRACIÓN Supongamos que con ciertos valores de a, hb, c la 
desigualdad (10) no es cierta, es decir, so cumple la desigualdad 


ajhAe 
> yA 


Al eJevar al cuiuirado sus dos miembros, oblencmos: 


de donde be-+ ad <: 











( bos peri 


y, 4 contiutiación, (aJ- dc >3 (04-14 c?), 3 (024-024 0%) — 








— (a+ bc) , 3 (124 024- 02) —(a24 14 024 2ab 4- 2ac + 200) < 
<0, 244 20? 4 20? — 2ah — 2ac — Ye <0, (a—b).+(b— 0)+ 


Flaco <0 

La última desigualdad no es cierta, ya que la suma de cuadrados 
no puede ser mu número negativo. De forma que nuestra suposición 
tampoco es cierta, por lo que será válida la desigualdad (10). 


OBSERVACIÓN. Sean dados n números positivos 21, 2z, . . -, 4n. Introduzca- 
mos en la consideración las siguientes variables; 


a 





HMy= ——. —medjia armónica, 
: a 
A : 
Ca= Vaz ay —media proporcional. 
aba. an ia 
An = 2000 media aritmética, 


Qn= 
Entre estas varia bles existe la siguiente dependencia: 
Ha <CEn < An S Qn- (+) 


—merlia cuaduitica de los NÚMCTOS dy, Az, «==; Gn 
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Algunos do los casos particulares de esta dependencia ya han sido devostra- 
dos. Asi, en los ejemplos 1 y 5 (pág. 34 y 35) fueron demostradas las desigualdades 
€, < Ay y 0,< Aa; de la desigualdad demostrada en el ejemplo 7 (pág. 36) se 
desprende la “dependencia F¿< Ay; por fin, en el ejemplo 10 (pág. 38) fue 
demostrada lá desigualdad Az < Qy. 


4. Demostración de desigualdades según el método de indueción 
malemálica. 
EJEMeLO 11. Demostremos que si nE€N, 1 >3, 


2>2n +1. (10) 


prmostracióN. Con n= 3 la desigualdad (11) es cierta: 2% > 
> 2-3 + 1. Supongamos que (11) so realiza con n = le (k > 3), es 
decir, supongamos que 2* > 2k + 1 y demostremos que, en Lal 
caso, la desigualdad (11) se cumple, asimismo, con n = k 4- 1, osea, 
demostremos que 2%** > 2% + 3, 

En efecto, tenemos: 2% = 2.2% >2 (2% + 1) = 4k + 2= 
= (2% + 3) + (2k —1). Así, pues, 2%* > (2k + 3) + (2% — 1). 

Pero 2k — 1 >0 con cualquier valor natural de A. Por cousi- 
guiente, con mayor razón 2**l > 2k + 3. 

De acuerdo con el principio de inducción matemática, podemos 
llegar a la conclusión de que la desigualdad (11) es válida con Loda 
n>i 


EJEMPLO 12. Demoslremos que si n EN, entonces 
¡AO 1 
IHR AA r> E (12) 


DEMOSTRACION. La expresión que entra en el pronet miembro de 
la desigualdad (12), es la suma «de fracciones, cuyos denominadores 
son números naturales desde 1 hasta 2" — 1. Con n = 1 se reduce 


a la dosigualdad numérica cierta 1 >+ 
Supongamos que la desigualdad (12) se realiza con 1 = k, es 
decir, 


k 
A 





Demoslremos que, en tal caso, la desigualdad (12) es también 
válida con 1n=k +1, 0 sea, 





1 kh 
sl 


FAT 


Sr 1H 





1 1 1 
Bn electo, Sra=(1+ +3 +31) + (+ Apr ++ 


A E 1 1 
cota) + Pm donde Pap Hp gi: 
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La expresión P, es la suma de 2* fracciones, cada una de las 


cuales es mayor que Así, pues, 





2H 


1 1 1 y 1 
o A 


Al EN 


1 2% 
o 





De forma que S, > E, Pt Pero, entonces 


2 
kAHt 
Su=S+> + h= a , 0 Sea, SE, 





De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos 
a la conclusión de que la desigualdad (12) es válida para toda n € N. 


EJERCICIOS 


Demuestrea las * tguientos desigualdades: 
a 1 
216. Has A 
217. Sia>0, b>0, VAT >ab-abt. 
a a b E A 
218. Sia>0,0>0, Fy> Va+ 15. 


219. Sia+b>0,0R%0,03%0, + >++. 
220. Si a+ b 30, ab(a+0) <a? 40% 
221. a?/-2b1-+4-2ab +-b +10 >0. 
222. 1-4 2at >a?--2a3, 
. 1 2 
223. Si ¿4 2, SD > =E5 » 
224. Sia>—1, 0d l > ha. 
225, Ao > 2 (a +b+c). 
220. siapoo, LEE E 1 
227. a+bt> ab 228. at bt >abH+ab?. 
229. (a-+b)*>at+04, donde ad >0. 
230. Sia<b<c, Mb+be4ea <a ba + et. 
231, aa +ad—a + 1=0, 
232. Sia>0,5>0, c>0, a+b+o>Vab-t Y bc+ V ac. 
233. Si im, n, k son números naturales, mi+mk-pnk < 3mnk. 
234. Sia>0,b>0, 0 >0, (a+0) (b+0) (a+c) > Babe. 
235, Sia >0, b>0, c>0, apb4e=1, (1 —«a) (1 —») (1 —c) > Babe. 
236. Sija>0,5>0, c>0, (a+1) (6--1) (c-ha) (b+c) >1babe. 
237. Sia>0M,b>0, e 20, d>0, a pbt+et4a > ánbed, 
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238, 50,950,020, 4>0, VEFIEFS SF lt04 4). 
239. Si a,>0, 44>0, 2. >0, Ve + Va + 
do. V aran + Vasa d+ Pan ++ Y Goin 
lab art Ep). 
240. log, 3-+Hloga 2>2. 
a 8 
2. >? 242 A 
243. Sia>0,5>0, > ao 
26. Sia>0,0>0, 0>0, ab (a+8)-+de (6+0)Hac (a+e) > Gabe 
245. Sia>0,1>0, q 
246. Si 4 eu -—-. en son números positivos, con la particularidad de quo 
aragon candy (ra) lo) 0 e 


27, Sin=2,3, 4, ..., VIF4VI+---+Ya>n. 
" 











>2 





248. Sin=2,3,4,.ni>n2 


2/9. Si n=2,3, 4, a 


1 e 1 
ets Fr UE E 
ld 


En 
Le <P a 
252. Sia>0,1>0, 1 A+ Yi> vom. 
253. Sia>0, db>0, 


254. VIFR>yY e. 

255. Abed > ab tac de. 

256. Sia >0,5>0, (Va+ V5)' >10u0 (a+-0)?. 

257. Sia>0,5>0,c0>0, End >Vx. 

258, Si abc HD, abhac-Hbe 0, 3 
TA 7 
A 


WERTAtaA 
4 





250. Sia>0,b>0, 


1 
a 
a 





251. Sia>0,d>0, 


<V abc. 








aq, SLP peEs <V 


4 
260. LEMA ¿>0,4> > 


A x 14 
A ra 
261%, Siz>—1,1>2, ES 


< Y abed- 


* En los ejercicios 261-—208 se supone que n€ N. 
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262. Sin>5, 2 >n? 
Sin>10, 21>nm 
«lada +. Fan l< lar i+la lt 


E ” 4 1 
+ Sin>2,1] cl .. 





a ata A da 
206. Sin>2, 2) intro + ES 
a á 4 1 1 13 
267. Sin>2, Hr tna 


268. Sin>2, th + .. A A <* 


$ 6. Comparación de los valores de las expresiones 
numéricas 

Si son dudos dos números reales, cn la mayoría de los casus 
cuál de ellos es mayor se ve de inmedialo, p.ej., 8>3, y6>y5. 
Es fácil establecer que Y 3 < Y 1000. En clecto, Y 5<2, mien- 
tras que Y 1000>2, o sea, Y 5 < / 1000, 

Sea ahora a=Y3, b=V/2. Los dos números pertenecen al in- 
tervalo Jl, 2[, pero cuál de ellos es mayor no está claro hasta el 
momento. Para establecer el signo de desigualdad entre ellos, rea- 
licemos Jos siguientes razonamientos. Supongamos quo a >> b, 0 Sca, 
que V3> V 2 Blevando los dos miembros de la última desigual- 
dad al sexlo grudo, obtenemos (y 3) > (y 2)”, es decir, 9>8. 

Así, pues, a>b<>(/3)>(/2)' >9>8. 

Como Y >8 es una desigualdad cierta, lunbién lo será la desi- 
gualdad equivalente a ella a > b. 

Si hubiésemos supuesto que a<<b, habríamos obtenido: a< 
<b=(/3)'<(Y2' <=>9<8. Como 9<8 os una desigualdad 
no cierta, lo mismo lo es a < b y, ya que a 4 b, nos queda una sola 
posibilidad: «> b. 


Esemzo 1. Comparemos los números a y b si 1) a=/26-+V8, 

b=Y 134 y 17; 2) a=1l08g 1 3, db=1log, 1,1; 3) a=log, 3, b=1log, 2; 
2 

4) a=Y5+V30+ y 50, b= Y 10+ y 204 Y 00. 

sonución 1) Supongamos que a > b. Enlonces, haciendo uso de 
las desigualdades numéricas, oblenemos sucesivamenle: 

VE +y0%> (y 34 y17)?, 3242/16 >304-2 Y 21, 

14 Y 150 > y 221, (14156)? >221, Y 156> 32. 
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Asi, pues, a>b<=> Y 156 >32. Pero Y 156<32, o sen, los nú- 
meros iniciales eslán, asimismo, ligados con el mismo signo de desi- 
gualdad, es decir, a < bd. 


2) Tenemos: 21089 $ Joe, 10, b=legz1,1->log¿1=0. 


Es decir, a<0, b>0, els pues, eb 

3) Tenemos: a=lo0g,3 >log,2=1, b=1l0g,2<lo0g,3=1. De 
modo que a>1, b<1, lo que signilica que a>b. 

4) Primero estimemos cada uno de los sumandos de la suma a 
con una precisión hasta 1. Tenemos: 2<Y5<3, 5< Y 30<0, 
7<V50<8, es decir, 14<Y 5+V30+50<17. Así, pues, 
l4<a<A?T, 

Estimemos ahora cada uno de los términos de la suma b tam- 
bién con una precisión hasta 1. Tenemos: 3< Y I<4, 4< 
<YV20<5, 7<Y60<8, o sen, 14< Y 104 Y 20+ y B0<17. 
De forma que 14<b<17. 

Vemos que las estimaciones obtenidas no permiten comparar los 
números a y b. Por esta razón, aumentemos la precision de las esbi- 
maciones, O sea, estimemos a y b con una precisión hasta 0,£. Tene- 
mos 


2,2<Y 5<2,3 311<Y10<3,2 
+5,4< Y 30<5,5 y +44<V20<45 

7<Y50<7,1 7,7<Y00<?7,8 

14,06 <a<149 — RAZAS 


Así, pues, «€ 314,6; 14,9L, en tanto que db€ /15,2. 15,51, lo 
que quiere decir que a < b. 

EJEMPLO 2. Dispongamos en orden de crecimiento los números 

a=l0g,3, b= log, 9, c= log; 17. 

SOLUCION. Comparemos los números a y b. Esto es posible de 
realizar con dos procedimientos 

Her procedimiento. Tenemos log, 2< log, 3 < log, 4, o sea, 
1<a<2; log, 6 < log, Y < log, 36, es decir, 1<b=<2. 

Los números a y hb pertenecen al intervalo 1; 2l. Comparemos 
cada uno de ellos con el punto medio del intervalo, o sea, con el 


número 4 
úme: 8 
» 3 
Supongamos que log,3>-7 entonces tendremos  Sucesiva- 


3 
mente: 3>22= 32 > 2: 9>8. 


Pero, como > 9>8, 1n> pa es una desigualdad cierta. 
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Supongamos que b> > , entonces 
d 3 
log,9>7 >> =9>6 =>81> 216. 
La última desigualdad es incierta, pero, ya que b> 3 <= 81 > 
> 216, > es asimismo incierta. De modo que, <Z. 


Así, pues, ai, ej, Jo que significa que a>b. 


2-do procedimiento. Examinemos la diferencia a-—b. Tenemos: 














log, 9 
a—b= log, 3— logs 9 = log¿3— 1 = 
log, 3-log, 6—21og, 3 _ log, 3 (08, 5—2) 

log, 6 og, 6 >0. 


Es decir, a > b. A 
OEA los números a y c. Más arriba hemos establecido 


que i< a<2. El número c también yace en estos límites. En 
¿tocó log, 17 < logs 25=2. Por otro lado, 


Z =)08s E = log, Y 125 < logs 17. 


cs los números a y e en el punto medio del intervalo 


1% Ea :2[. es decir, con el número + 


Supongamos que >. Entonces, empleando las propiedades 
de las desigualdados, obtenemos sucosivamente 


1 
lg,3>1023>2% 0 >31>7 =81> 12. 
Pero, en realidad, 81 <128, lo que significa que £ <i á 
Supongamos que c> + . Eutonces 
L 
log, 17 > - oil>=otm>5. 


La última desigualdad es cierta, lo que quiere decir que nuestra 
suposición también lo es: et 
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Así, pues, <> Pl y, por lo tanto, a<ce. De modo 
que b<a<c, 


EJERCICIOS 
Comparen los números a y b: 

200. a=YB0=PG; 270. a=V1 1, b=YB4Y 0. 

mn. + b=2(Y 3-4). 272. a=0, 010% 4 





ViZVR ETA 
273, a=/9—V1, ey Y a, 
24. a= VOFVD, 0=VU—Y2B 


25. 134 V2D4V5, 0=V14 3341/73. 
276. a) a=1l0g,2, b=1080,00150,25; 








b) a=l0g,5, b=108 y h 
A 16 
277. a) a=10g,26, b=1l0gg 17; 


b) a=l0g, V3, b=log, Y 2. 
2 3 


278, a) a=log,3, b=log, 8; 
b) a=log,16, b=logjs 729. 
279. a=1l0g, 14, b=l0g, 18. 
280. a=108,p 80, 5=1084p 040. 
pr 5 
la Jog5-plog | ¡ME 54V7 


=1log 3 





282, a=3 (log 7—10g 5), b=2 (5 109 logs). 


4 1 
ao 22 
284. Dispongan en orden de crecimiento los números a, b, c, d si a=log,7, 
b=1l0g43, c=/2, d=l0g, 5. 
T 


Capítulo 11 
SOLUCIÓN DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


$ 7. Equivalencia de ecuaciones 


Dos ecuaciones reciben el nombre de equivalentes cuando los 
conjuntos de sus raíces coinciden, en parlicular, si ambas ecuaciones 
no Lienen raíces. 

P.ej., las ecuaciones log x = U y Y zx = 1 son equivalentes (cada 
una de ellas Liene una sola raíz x = 1); son equivalentes las ecuacio- 
nos 2%*-D =4 y Vx = a (cada una de ellas Liene dos raíces; O y 1). 

Si cada una de las raíces de la ecuación / (1) = g (2) es simultá- 
neamente ruíz de Ja ecuación f, (1) = E, (u), obtenida mediante 
ciertas transformaciones de la primera, la ecuación /, (7) = 8, (2) 
lleya ol nombre de corolario de la ecuación f (1) = £ (2). 

Así, pues, la ecuación (1 — 1) (1 — 2) =0 es el corolario de la 
ecuación x— 1 =0 (poro ésta no es corolario de la ecuación 
(2 — 1) (2. — 2) = 0). 

Si cada una de dos ecuaciones es corolario de otra de ellas, seme- 
jantos ecuaciones son equivalentes. 

Varías ecuaciones con una variable reciben el nombre de conjunto 
de ecuaciones sí se plantea el problema de hallar todos aquellos 
valores do la variable, cada uno de Jos cuales satisface, por lo menos, 
una de las ecuaciones prefijadas. Las ecuaciones que forman un 
conjunto se escriben en una columna con ayuda de corchetes, p.ej., 


[241=32+4+5 

L4— 
(por cierto, que con mayor frecuencia, las ecuaciones que forman 
un conjunto se escriben en línea: 22 + 1= Jn +5; dai—3=a", 
dividiéndolas con el signo « ; »). 

La solución de un conjunto de ecuaciones consiste en la unión de 
los conjuntos de raíces de las ecuaciones que constituyen el conjunto 
dado. 

Si al roalizar una serie de transformaciones la ecuación f (1) = 
= g (2) se redujo a la ecuación f, (1) = £, (2) (o bien a un conjunto 
dle ecuaciones), ciertas raíces de la cual (o del cual) no son raíces de 








=1? 
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1 (2) = g (2), dichas raíces de la ecuación f, (2) 


81 (2) 1ociben el 
nombre de raíces extrañas de la ecuación f (2) 


g (x) 








P.ej., al elevar al cuadrado ambos miembros de Y — —u, 
obtenemos la ecuación x = 2? que tiene dos raíces: O y 1 valor 
z = 0 satisface la ecuación Yx = —z, mientras que a = 1 no la 


satisface, es decir, para dicha ecuación es una raíz extraña 

La ecuación (1 — 1)? =x —1 tiene dos raíces: 1 y 2, 

Si ambos miembros de esa ecuación se dividen por - — 1, vble- 
nemos la ecuación z— 1 = 4 que sólo tiene una raíz: : = 2. En 
semejantes casos, suele decirse que durante la transformación de la 
ecuación inicial tuvo lugar la pérdida de raíces (en nuestro ejemplo 
x=1 es «da raíz perdida»). 

Por regla, al resolver ecuaciones se realizan diversas branslor- 
maciones, como resultado de las cuales la ecuación dada se reduce 
a otra más sencilla (o a un conjunto de ecuaciones). Por esta razón, 
es de importancia conocer cuáles de las Lransformaciones reducen 
la ecuación dada a la equivalente, cuáles, a la cenación corolario y 
cuáles, a la pérdida de raíces. 

TROREMA l. Si a ambos miembros de la ecuación f (1) = q (2) se 
adiciona una misma expresión «p (2), definida con toda x del campo de 
definición de la ecuación f (1) = g (2), se obliene la ecuación f (1) + 
+ y (2) = g (2) + o (2) equivalente a la dada. 

P.oj., Ja ecuación 32? 4- 22 — 5 =7e—1 cs equivalente a la 
ecuación 32% 4 22 — 54 (712441) =72—1 + (14 + 1), yo 
que la expresión q (1) = —7x + 1, con todos los valores de x, ha 
sido definida en el campo de definición de la ecunción da? 4- 21 — 
—=5=t— 1. 

Pero la ecuación 2? = 1 no os equivalente a 2? + Pz >1 + Y 
La violución de la equivalencia se produjo debido a que la expr 
e (a) = VZ fue dofinida no con toda z del campo de definición de 
la ecuación x? = 4, sino que sólo con los valores x >0 La adición 
de la expresión p (2) = Y z a ambos miembros de la ecuación 
2*=1 ha conducido a estrechar el campo de definición du la ecua- 
ción, lo que pudo acarrear la pérdida de raíces. Un el caso dado, 

= —1 es la raíz de la ecuación x? = 1, pero no es raíz de .? + 
+Yz=14+Vz 

lay que comprender con claridad que en el teorema 1 sólo se 
trala de una Lransformación: la adición a ambos miembros «de la 
ecuación de una misma expresión. En lo que atañe a la posterior 
reducción de lérminos semejantes (si ella es posible), ésta una 
nueva transformación de la ecuación. La reducción de Lérminos 
semejantes puede conducir a una ecuación que no es equivalente a la 
inicial. P.ej., si a ambos miembros de 2? + 2x + log x= log x — 1 
añadimos q (2) =—Jog x, oblendremos la ecuación 2* + 2x + 
+ log — log x=1l0g z—1—log x, equivalente a la inicial, ya quela 
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expresión 1 (1) = —log x está dolinida con toda x del campo de 
definición de la ecuación inicial. Pero, si en la última ecuación 
realizamos la reducción de términos semejantes, obtenemos la ecua- 
cióna? + 2r = —1 que no es equivalente a la inicial. La eliminación 
en los dos miembros de la ecuación inicial de la expresión log z 
nos llevó a la ampliación del campo de definición de la ecuación y, 
como resultado, pudieron aparecer raíces extrañas. Esto es lo que 
ha ocurrido en nuestro caso: el valor « = —1 os la raíz de la evua- 
ción 2? + 22 = —l, pero no lo es de 2? + 2x + log x= log x —1. 

conozamto. Las ecuaciones f (2) ++ (2) = 8 (2) y f (2) = g (2) — 
— y (2) son equivalentes. 

TEOREMA 2 Si ambos miembros de la ecuación f (2) = g (1) se 
multiplican o dividen por la misma expresión « (2), definida con todos 
los valores de x del campo de definición de la ecuación dada y en dicho 
campo de definición no se reduce a cero en ningún lugar, se obtiene la 
ecuación 








1()-0 (2) =5 (2-0 (2) (0 bien LO =£2) 


equivalente a la inicial. 

Así, p.oj., si ambos miembros do la ecuación z — 4=x(Yz +2) 
se dividen por q (1) = Y 7 + 2, obtenomos la ocuación Yz—2= 
= x equivalente a la dada, ya que la expresión q (z) = Vi+ 2 
ha sido definida por doquier en ol campo de definición de la ecuación 
dada (2 > 0) y en ningún lugar de dicho campo no se reduce a cero. 

Si ambos miembros de la ecuación  — 2 = O se multiplican por 
p(x)=x-+3, obtenemos la ecuación (u—2) (2 -+3)=0, no 
equivalente a la dada, ya que con z = —3, perlenociente al campo 
de definición de la ecuación inicial, la expresión q (1) = + 3 se 
anula, aunque ella ha sido definida con todas las x del campo de 
definición de la ecuación z — 2 = 0. Como es fácil ver, en el caso 
dado la multiplicación de ambas partes de la ecuación por la expre- 
sión q (1) = 1 +3 ha conducido a la aparición de la raíz extraña 


z=— 








De modo análogo, si los dos miembros de la ecuación x — 4 
=x (Vx — 2) se dividen por la expresión « (2) = Vz —2, obtene- 
mos la ecuación Vx +2 =x m0 equivalente a la dada, ya que con 
x= 4 la expresión y (1) = Vz —2 se anula, a pesar de haber sido 
definida con todas las z del campo de definición de la ecuación imi- 
cial. 

Liamamos la atención del lector acerca de que en el teorema 2 
sólo se trata de una transformación, la multiplicación (o división) 
de ambas partes de la ecuación por una misma expresión. La posterior 
simplificación de la fracción (si ella es posible), es una nueva trans- 
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formación de la ecuación. P.ej., al multiplicar ambos imembros de la 





ecuación Za +x=3 por la expresión p(1)=2zx realizamos la 
primera transformación que conduce a la couación 22M | yya 


=6x. La siguiente simplificación de la fracción 2:G-EM por 2x os 


una nueva branslormación: ella nos lleva a la ecuación x + 1 4 22% = 
= 6x. Semejante simplificación puede también conducir a una ecua- 
ción que no es equivalente a la inicial. 


ES 
Así, si ambos miembros de 0 se multiplican por 


(2257486) (1—2) 
r—2 
lente a la dada, ya que la expresión q (2) = x= — 2 está definida con 
todos los valores de x del campo de definición de la ecuación duda 
(2 2) y en ningún lugar de dicho campo no so anula, Pero, si eu 
el primer miembro de la ecuación oblenida realizamos la simplifica- 
ción por z — 2, obtenemos la ecuación 2? — 5z + 6 =0 no equiva- 
lente a la inicial: el valor x = 2 05 la solución do la última ecuación, 
pero no satisface la ecuación inicinl, es decir, para ella es una raíz 
extraña. La cuestión radica en que al simplificar la fracción se pro- 
dujo la ampliación del campo de definición y, como ya hemos indi- 
cado, esto puede acarrear la aparición de raíces extrañas. 
COROLARIO. Si ambos miembros de una ecuación se multiplican (o 
dividen) por un mismo número distinto de cero, vblenemos una ecuación 
equivalente a la inicial. 


Q(1)=x-—2, obtenemos la ecuación =0 equiva- 














P. ej., al multiplicar ambos miembros de la ecuación E 


8 por 6, oblenemos la ecuación 3X4-3=27+6 equivalente 


a la dada. 

TEOREMA 3. Si ambos miembros de la ecuación f (1) = g (1), donde 
Í z)+g (1) >0 con todos los valores de x del campo de definición de la 
ecuación, se elevan a una misma potencia natural n, obtenemos la 
ecuación (f (x))" = (g (x)" equivalente a la dada. 

Si, p.ej., ambos miembros de la ecuación 22 — 1 = Yx—1 se 
elevan al cuadrado, obtenemos la ecuación (22 — 1) = (Y 1 JP 
equivalente a la dada, ya que con lodas las x del campo de definición 
de la ecuación dada (x > 1) los dos miembros de ésta no son neya- 
tivos. 

Pero, si elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
z-—6= Y z, obtenemos la ecuación (2 — 6)? = (Y 2), respecto de 
la cual no podemos afirmar que es equivalenle a la prefijada, ya que 











40204 
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con ciertos valores de x del campo de definición de la ecuación inicial 
(2 > 0) su primor miembro toma valor negativo (p.ej. con z = 2 
tenemos: z—6=-—4<0), en tanto que el segundo miembro 
siempre es no negaliva. En efecto, la ecuación (2 — 6 = (Y 2) so 
transforma a la forma 2? — 132 + 36 =0, de donde x, = 9, 1, = 
Pero x = 4 es raíz extraña para la ecuación inicial, 

Indiquemos que en el teorema 3 sólo se habla acerca de una trans- 
formación: la elevación de ambos miembros de la ecuación a una 
misma potencia natural. La eliminación posterior del sigmo de radi- 
cación (si esto es posible) es una nueva transformación de la ecuación. 
La eliminación del signo de radicación puede conducir a la amplia- 
ción del campo de definición de la ecuación y, por consiguiente, a 
una ecuación no equivalente a la inicial, 

OBSERVACIONES: 1. El teorema 3 sólo es válido para las ecuaciones sobre el 
campo de números reales. 

2. Si n os un número impar, en la enunciación del teorema 3 es posiblo 
omitir la condición: f (z)-g (2) >0 para toda z del campo de definición de 
la ecuación. 


Al resolver ecuaciones también hay que emplear translormaciones 
no indicadas en los teoremas 1, 2 y 3, es decir, aquellas que pueden 
conducir a la aparición de raíces extrañas o bien, incluso a la pérdida 
de raíces. La causa de la aparición de raíces extrañas o de la pérdida 
de éstas pueden sor las transformaciones realizadas con ayuda de 
fórmulas que hacen variar el campo de definición de la ecuación. 
P.ej., tales son las fórmulas: 


Vi=V4-V3, Y ¿=% Va =a, 


h 





log, (ey) = 1084 24108 Y, 0% =b, 
z 
28 + 
igreclgr=1, senz= = ¿ ey) EL, etc, 
+ 


En todos los casus cuando las transformaciones realizadas con- 
ducen a una ecuación que es su corolario, pero no hay seguridad de 
gue estas ecuaciones son equivalentes, es necesaria la verificación 
de las soluciones halladas. Si ésta no se ha efectuado, la solución 
no puede considerarse, en Lal caso, acabada. 

¿Cómo se verifican las soluciones halladas? Es posible indicar 
dos procedimientos principales: 1) poniendo cada una de las solucio- 
nes halladas en la ecuación inicial; 2) demostrando la equivalencia 
de las transformaciones realizadas de la ecuación en todas las etapas 
de la resolución. 


esemeLo + Resolvamos la ecuación Y 22 +5= 8-Yz-1. 
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SOLUCIÓN. Blevemos ambos miembros de la ccuación al cuadrado. 
Obtenemos: 21+5=(8—Yz—1)” y, a continuación, 19 Pf 1—1= 
=8—z. 


De nuevo elevamos ul cuadrado: 256 (1 — 1) =( 
más adelante, 





8—a)* y, 


2? — 3722 + 3620 =0, 
de donde x, =10, 2, = 362. 

Si analizamos las transformaciones realizadas, podemos sólo 
afirmar que cada nueva ecuación fue el corolario de la anterior. (Nu 
hay seguridad en la equivalencia de las ecuaciones obtenidas durante 
la resolución.) Pero esto significa que en el proceso de resolución 


pudieron aparecer raíces extrañas, por lo que las raíces halladas hau 
de ser verificadas. 


VERIFICACION. En nuesro caso las raíces halladas se pueden veri- 
ficarcon facilidad poniéndolas en la ecuación inicial. Veriiquemos 
x,=10, Tenemos: VI +5=Y210F5=5 y S-VYx— 1 
=8-/DT1=5. 

Así, pues, con z = 10 los dos miembros de la ccuación inicial 


toman iguales valores numéricos, o sea, x= 10 es la raíz de la 
ecuación dada. 


Verifiquemos 2,=362. Tenemos: V 2x,+5=Y2:3624 3 = 27, 
en lauto que 8—Vx,—1=8—Y362-1=-—11. 

Con a = 362 los miembros primero y segundo de la ecuación 
inicial toman diferentes valores numéricos, es decir, x <= 362 08 
una vaíz extraña. 

Así, pues, nuestra ecuación sólo tiene una raíz: x = 10, 

EJEMPLO 2. Resolvamos la ecuación [324 1=3+Y 21. 

SOLUCIÓN. Hlevemos ambos miembros de la ecuación al evadrado: 


3x+1= (2411) 


y, a continuación, 6 x-—[=2r— 7, 
Una vez más realizamos la elevación al cuadrado: 30 (2 — 1) = 
= (22 — 7) y, después, 41? — 64x + 85 = 0, de donde hallamos: 




















16—3 119 
== — 





1643 Y 19 
a 
VERIFICACIÓN. Está claro, quela verificación de las raíces halladas, 
poniéndolas en la ecuación inicial, está ligada con considerables 
dificultades de cálculo. Por ello, elegimos otro procedimiento de 
verificación. 
4 
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El campo de definición de la ecuación dada es el siguiente: 
z >. En él la primera elevación al cuadrado es una transformación 
equivalente de la ecuación, La segunda elevación al cuadrado fue 
aplicada a la ecuación 6 Vz—1= 22 —7. A esla ecuación pueden 
sólo satislacer tales valores de x que satisfagan a la desigual- 
dad 22-730, o sea, >3,5. lis fácil establecer que la 


16-1-3 / 19 
2 





desigualdad >3,5 es real, mientras que la desigualdad 


VB 35 348 í 
42 pa >3,5 es falsa. O sea, q E es una ralz 





e RATON la única raíz de la ecuación dada. 


EJEMPLOS. Rosolvamos la ecuación 
log (12 — 77 + 3) —log (Qu +1) = log (1+ 7— 3) — log (2x — 1). 
sonución. Cransformemos la ecuación a la forma” 


extraña y 1, 








A ad a] 
1 A A 
27 3 A TI—Á 
y, a continmación, LP AA, de donde hallamos: 


2 

1=0, =$. 

ventricación Como cada una de las ecuaciones obtenidas en una 

u otra etapa de la resolución sólo es el corolario de la anterior, 1o 

pudo ener lugar la pérdida de raíces, pero pudieron aparecer raícos 

extrañas, con la particularidad de que sólo a cuenta de la ampliación 

del campo de definición de la ecuación inicial. Por esta razón, en el 

presente caso, us posible efectuar la verificación con ayuda del campo 

de definición de la ecuación dada que se prefija con el signienle 
sistema de desigualdades: 


2—714+3>0 
214 1>0 
4 71—3>0 
27 —1>0. 


+ satisfacen la última igualdad del sistema 


y, por lo tanto, son raíces extrañas. Así, pues, la ecuación no 
tiene raíces. 





Nix=0, ni z. 
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EJERCICIOS 


Demuestren que las siguientes ecuaciones no tienen raíces: 
285, Vi 14 Y 


vz 
286, 077 








Tá=V:-8+Y8=z. 
287. 108, (=*—1) + log, (291) +l0g, (120) = 2 


AS 
288. 2 +3 


289. Vi—14 1 2=2= 
290. 24 
291. mili ViI+VIF2 
292. Rm E] Cis=8 
23. VAFIPVARA 

















29%. 114224 4=l0g, 2 
3 

¿Son equivalentes Jas siguientes ecuaciones? - 

25. 24d 1 y 2414 Y 1 VIHVY 

296. 21=Y 7 y 2314 Y Tri= Y 14-112. 














3 
27. 14i=0 y 2H o, 298. 24 l= 
20420432 Beth a 
AR Y OA Id rl, 
A E 
300. A y 2114 2143=31 24-201. 


301. 342 Y 244 y (1242 = (12741) 

302. (Y 3-2) =(Y274-1 y 2—4 V1-+4=224-2 Y 221. 
303. 2 Y i—12t=2 (F+v3) y2Vi-Ii=224+2 Y 3. 
304. 2 Y1—112=204- 2 Y 1 y —117=2x, 


¿Son equivalentes las siguientes ecuaciones y conjuntos de ecuaciones ? 
(expliquen la respuesta): 


305. (24) (243) =0 y 2—-4=0; 2--3=0. 
1 
300, (24) lo) =" e 
307. (24) (+ 7)=0 y =—4 
308, Y1-2V2F3=0 y Y 1-2=0; V2F3=0. 
309. V21Y1F3=0 y Y ¿T1=0; ViF3=0. 
310. (z—3) log (2—2)=0 y 2—3=0, log (2—2)=0. 
311. (2—2) log (r—3)=0 y 2—2=0; log (2—3)=0, 


$: 220 (40) 




















=0 y 22—27—3=0; 241=0. 
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=14 5 E 
: Porq 6 075 OA 
318. Pp. —0=0y st. 
25" a 0 


Ñ Resuelvan las siguientes ecuaciones y efectúen la verificación. Si hay 
raíces extrañas expliquen la causa de su aparición. 


3l4. — 





315. 


316. 5, 





Y, = a 
pe 24 A at” 


318. 


319. 320. /22=z 








321. YIF34V 32=2=7. 32. V I=2=2 (1422 
323. VZFI+ Vx 27. 32. log (54—=*)=3 log z. 
325. log (2-2) + log (2— —log 5. 
326. log V 5x—4-+1l0g 1/2-E1=2+l0g 0,18 

log (32 — log (27— 
mo, EOL sm JE OS. 
329. log (2212412) =2. 
330. logx (21? —4x-+3)=2. 














$ 8. Ecuaciones racionales 


En el presente párrafo se estudian las ecuaciones del tipo P (a) = 
=0, cn =0, donde P (x) y Q (z) son polinomios, así como las 
ecuaciones del tipo f (x) = £ (z), donde f (x) y g (=) son expresiones 
racionales. 

Recordemos algunos conceptos de álgebra. 

1. Todo polinomio de grado n sobre un campo de números complejos 
tiene n raíces complejas. 

2. Six= a es la raíz de polinomio P (1), P (1) se divide entre el 
binomio z— a sin resto. 

3. Sean números enteros todos los coeficientes del polinomio P (2) 
con la particularidad de que el mayor es igual a 1. Si semejante poli- 
nomio tiene como su raiz un número racional, éste es un número entero, 

4. Sean números enteros todos los coeficientes del polinomio P (x) = 
= aj" + ari... + Ap. Si la raíz del polinomio es el número 
entero b, éste es el divisor del término independiente a. (condición 
necesaria para la existencia de la raíz entera). 
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Señalemos que al resolver ecuaciones enteras racionales sólo se 
realizan transformaciones equivalentes, por esta razón las raíces 
halladas no se verifican; no hay necesidad de indicar osto en cada 
caso concroto. Pero, al resolver ecuaciones racionales fraccionarias, 
se efectúa la multiplicación de ambos miembros de la ecuación por 
una misma expresión (eliminación de denominadores), lo que puede 
conducir a la aparición de raíces extrañas. Por ello, al resolver ecua- 
ciones racionales fraccionarias es preciso ejecutar la verificación. 

Duranto la resolución de ecuaciones racionales los métodos prin- 
cipales son los siguientes: 1) descomposición en factoros; 2) introduc- 
ción de nuevas variables (auxiliares). 


El método de descomposición en factores consiste en lo siguiente: 
sea 


10=h (it)... 


entonces cualquier solución de la ecuación 


f(x) =0 (1) 
es la solución del conjunto de ecuaciones 
fi(0)=03 f()=0; ...5 fn()=0. (2) 


La afirmación inversa es incierta: no toda solución del conjunto de 
ecuaciones (2) es la solución de la ecuación (1). 
Así, p.ej., la ecuación 


3742 2 % 
Page (34% 42) 0 0) 

se reduce al conjunto de ecuaciones: 
Pt 0; 4 420, (4) 


Las soluciones del conjunto (4) son los valores: 1,=1, 2,=2, 


2z=0, q =-— + 


Pero, con z=1 no queda definida la expresión mad y con 


131 
=0, la expresión HSA 








Así, pues, los valores z = 1, x= 0 no son raíces de la ecuación 

“En general, al resolver la ecuación (1) según el método de descom- 
posición en factores de las raíces halladas de las ecuaciones del 
conjunto (2) satisfacen la ecuación (1) aquellos, y sólo aquellos, 
valores de z que pertenecen al campo de definición de la ecuación 
(1). 


EJEMPLO 1. Resolyamos la ecuación 23 +22? 4 32 46=0. 
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soLución. Descompongamos en factores el primer miembro de la 
ecuación. Tenemos: 2% (2 +2) +3 (242) =0 y, más adelante 
(e + 2) (2? + 3) =0. 

La última ecuación es equivalente al conjunto de ecuaciones: 


2+2=0;, 24+3=0. 


Después de resolver este conjunlo, obtenemos: 1, = —2, 2,2 = 


= +i Y 3. Estas son Jas raíces de la ecuación dada. 

esumbro 2. Resolvamos la ecuación 2 + 244324204 2= 
= 0, 

sonución Los intentos de realizar en el primer miembro de la 
ecuación una agrupación análoga a la hecha en el ejemplo 1 son 
infructuosos. Por ello, intentamos representar alguno de los térmi- 
nos de la ecuación en forma de la suma de varios sumandos de modo 
que la agrupación, quo permita obtener una descomposición «venta- 
josa» en factores, sea ejecutable. Hagamos 3x* = x* + 22, 

Entonces obtenemos: (2 + 23 + 2%) + (2 + 224 2)=0 y, 
a continuación, Y (++ 10)+2(412+1)=0, (42 
+ 1) (+* + 2) =0. 

Nos queda por resolver el conjunto de ecuaciones: 2? + x +1 == 
=0 4+42=0, 








A 1,13 5 

De este conjunto hallamos: 21, ==—=7 ¿A ¡%i=+ 1/2. 
EJEMPLO 3 Resolvamos la ecuación 2% + 4x? — 24 =0, 
SOLUCIÓN. Tutentemos hallar la raíz entera de la ecuación prefijada. 

Gon este fin, escribimos los divisores del término independiente: 


as +1) +2 33 +4 +6, +12 +2. 


Después de eslo, comenzamos las pruebas. En lugar de x ponga- 
mos en la ecuación dada el valor a = 1. Obtenemos: 1% + 4.4% — 
— 24:40. 

Do modo que z = 1 no es la raíz de la ecuación. Continuamos las 
pruebas: a=—1 : (1 4 4-12 %0,0=2:2 44-22 
— 24 =0. Así, pues, x, = 2 es la raíz de la ecuación. 

La ecuación dada es de tercer grado, lo que quiere decir que ella 
tieno dos raíces más. Hagamos uso de que el polinomio z% + 41? — 
— 24 se divide entre x— 2 sin resto. Efectuemos dicha división 


Dn 2 
TI 2 26412 














—2% 
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De este modo, 2 + 41? — 24 = (1 — 2) (2? + 6x 4 12), debido 
a lo cual la ecuación toma la forma: 


(2 — 2) (+ + Gx 4 12) =0. 

Esta ecuación es equivalente al conjunto de ecuaciones (una de 
las que, de hecho, ya se ha resuelto):  — 2 =0;2 + 6r +12 = 0. 
De la segunda ecuación del conjunto hallamos: 1,,, =—3 +1 P3. 

Así, pues, la ecuación dada tiene las siguientes raíces: x, = 2 
2 =-—34+ 13, 2, = 3-3. 

OBSERVACIÓN. La ecuación 1 4- 41? — 24 = 0 puede resolverse de acuerdo 


con el método de descomposición en factores. Representando 42? en foria de 
la suma — 22? + 6z?, obtenemos sucesivamento: 


y—2246-2%=0 
2(—2+6(1—2(+2=0, elo. 





EJEMPLO 4. Resolvamos la ecuación 2% — 9 +8 = 0. 

sonución. Apliquemos ol método do introducción de vna nueva 
variablo. Hagamos y = 2*. Entonces, la ecuación prelijada Loma la 
forma: y? — Yy + 8 =0, de donde hallamos: y, = 1, y, = 8. A con- 
tinuación, el problema se reduce a resolver el conjunto de ecnaciones: 
d=1; 9 =8, 

Resolvamos la primera ecuación. Tenemos: 2—1=0) y, después, 
y 
EE 

De manera análoga, de la segunda ecuación del conjunto halla- 
mos: 


(11) (2+x4+1)=0, de donde x,=1; 2, ,= tz 


Z=2 %.=-—1+iV3 
EJEMPLO 5. Resolvamos la ecuación 
(4x4 4)? 4 8 (4 2 1-4) + 152? =0. 


SOLUCIÓN. Hagamos y = 2? -+ x -+ 4. lntonces la ecuación dada 
toma la forma: 


Y? + 8xy + 152? =0. 
Resolvamos esta ecuación como cuadrática con relución a y: 
Ya ==—4r4 V 1 152%. 


De modo que y, = —3z, y, = —5x. Así, pues, el problema se reduce 
a la resolución del siguiente conjunto de ecuaciones: 


A+i+4=— Bn 2 +r+4=— ie 





De este conjunto hallamos: 2,,, =—2; 24.4 =-—3 +5 
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eemeLo 5. Resolvemos la ecuación 212% + 2? —52—1 =0. 

soLución Las ecuaciones en las que el primer miembro es un 
polinomio con coeficientes enteros y término independiente igual 
a 1 ó —1, se transforman con facilidad en ecuaciones reducidas me- 
diante la división término a término por x a la mayor potencia (es 
fácil ver que semejante división no conduce a la pérdida do raíces, 
ya que z = O no os raíz de la ecuación, donde el término independien- 

de z acia 1 

to es distinto de cero) y la posterior sustitución de q Po y. En 
nuestro ejemplo, obtenemos: 


a+ <0. 


E a 





Haciendo 2 y, llegamos a la ecuación 21 + y — 5y? — y? =0 


y, a continuación, y? + 5y2 — y — 21 =0. Hallando, según el 
método de pruebas como en el ejemplo 3, la raíz entera do la ecuación 
Y = 3 y dividiendo el polinomio y? + Sy? — y — 2 por y + 3, 
obtenemos el trinomio de segundo grado y? + 2y — 7 con las raíces 
de segundo grado y?+2y—7 con las raíces Y7¿=—1 +2y2. 


3 


membLo 7 KResolvamos la ecuación 4x3 + 107? — 141 — 5 =0. 

SOLUCIÓN Aquí vamos a emplear un procedimiento más para 
transformar una ecuación no reducida en reducida (el objetivo de 
tal transformación está claro: la ecuación reducida tiene como raíces 
racionales sólo números enteros y nosotros tenemos procedimientos 
para hallar raíces enteras). Multipliquemos ambos miembros de la 
ecuación inicíal por un número tal que el coeficiente de x* sea el 
cubo de cierto número entero. En nuestro ejemplo, tal factor puede 
ser el número 2. Multipliquemos ambos miembros de la ecuación 
por 2: 


Puesto que => ES E, 


81 — 201? + 28x —10 =0. 
Ahora, haciendo y = 2x, la ecuación toma la forma; 
y — 5y? + 14y —A0 =0. 


Como en los anteriores ejemplos, hallamos las raíces de la 
ecuación reducida: y =1, ya=2+14V8. Siendo z=-F, los raíces 


de la ecuación inicial son las siguientes: 1,==37, 
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EJEMPLO 8. Resolvamos la ecuación 
3af — 27% + 42? — 47 + 12=0, (5) 


SOLUCION. La ecuación dada tiene una interesanle peculiaridad; 
la razón entre su primer coeficiente y el término independiente y el 
cuadrado de la razón entre el segundo coeficiento y el penúltimo 
son iguales entre sí. Las ecuaciones con semejante peculiaridad reci- 
ben el nombre de recíprocas. En este ejemplo vamos a mostrar el 
procedimiento para resolver una ecuación recíproca de cuarto grado. 

Dividamos ambos miembros de la ecuación por 2? (osto no con- 
duce a la pérdida de raíces, ya que el valor de z =0 no es vaíz de 
la ecuación dada). Obtenemos: 


E 4 2 
3204440 
y, 4 continuación, 


3 (+4 2 (242) +4=0. (6) 


Hagamos a+ hy, entonces (242) '=y y, por lo tanto, 
Py oa. Sustituyendo en la ecuación (6) apt por y y 
eh por y?—d4, obtenemos: 3(y9—4)—2y4+4=0, de dondo 


4 
Yy=2 y==>3 


7: 
Ahora el problema se reduce a resolver el conjunto de ecuaciones: 
Z » E 

Rd 7 


De este conjunto hallamos: 1, ¿=1+i, 23.= —-+ 





Estas son las raíces de la ecuación (5). 


2 
lx) Brempro 9, Resolvamos la ecuación PY 


SOLUCION. El primer miembro es una suma de cuadrados. Esto 
lleva a la idea de añadir a ambos miembros de la ecuación una ex- 
presión tal, con la que el primer miembro se convierta en el cuadrado 
perfecto de la suma. Así, pues, adicionando a ambos miembros de la 


de EA 31 
ecuación la expresión —2z E obtenemos: 


j (1) 9 
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y, a conlinvación, 
2 





ay? Y 
(+) +0 y 7 
Ahora, haguntos == Entonces la ecuación toma la forma: 


y +6 -—2= O y, de aquí, y, = Y, ya =3. 
El problema se ha reducido a la resolución del conjunto de ecua- 
ciones 





e po 
3 Mi 3 
De la primera ecuación hallamos 24,2 => ++ ¡2, de la 
2 3 
segunda, A ¿aye “odos los valores hallados satisfacen 


la condición 4340 y, por consiguiente, son las raíces de Ja 
ecuación inicial 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes ecuaciones según el método de descomposición en 
faclores : 
331. 2i4=0. 332 P—64=0. 333. + 16=0. 
335. P+x—2=0. 336. Din 6=0. 
337. 22 + 912 + 232 + 15=0. 
338. (1 — 10 + (1439 = 210 +8 
339. 221 — 2107 + 743? — 1052 + 50 =0. 
340. 2 + 50 + 41? — 267 — 24 =0. 
34. me das y o — o 4 = 0. 
342. 25 + 4 — 61 — 24x3 — 27x — 108 = 0. 
343. (+0 (24D IED (RADAR Z 
344. 3 (+=) (+2) =0 

a E z . 

ae BEAN 

5 2 
345. 698-212) 35. 

06 272242 _ 24 
e 
347. 20 — 1 +in—r43=0. 

348. 234 — 410 + 1322 — 62 + 15 =0. 

Itesuel yan las siguientes ecuaciones según el método de introducción de una 
variable auxiliar: 
349. xt — 15x* —16=0. 
350. (2 — ha + ti-Y41-3= 
354. (2 — 22 — 5? —2 (0 —=21-3— 

950, Ey 2. 00 pai” 
7 2 “TF ER z 
Porte 
mi-2 

















0; 
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de E 
UE cr E E PA 


356. A—— =2. 








pp] 


358. (2 —1) (2 +4) ( 


Resuelvan las ecuaciones: 
3. 107% —32*—22 4 1=0, 364. 4 —32— 
365. 38% + 77* — 8x —1 366. 4% + 6x7 + 4 


368. 10047 — 1202* + 472 —6= 
369. 6x1 — 137% + 92 — 2=0. 370. 40 + 6124 57 + 09 
371. 307 — 2444 z—10=0. 372, 324% — 241? — 127 — 
373, 41% + 2 824 3=0. 
Pr a dl 1 
m2 (2+5)-1(+4++)4 


A 


Er 

















ERES e dl 
376. 2prbri4ri=á. 377. A + = 
38,220 2 120 

379. ay 22 + 422 + 52 + 25 
380, 2 + 207 — Tal + ór4 4 
381. 1671 + 31 — 7% +22 +1=0, 


sao. 30, 2009 _ 
382, 21824630, 383. ==. 











$ 9. Ecuaciones que contienen una variable bajo el 
signo de módulo 


Al resolver ecuaciones que contienen una variable bajo el signo 
de módulo se utilizan con la mayor frecuencia los siguientes méto- 
dos: 1) supresión del módulo por definición; 2) elevación de ambos 
miembros de la ecuación al cuadrado; 3) método de partición en 
intervalos. 

EJEMPLO 1. Resolvamos la ecuación 


|2x—3]|=5. (1) 
SOLUCIÓN. 1-er procedimiento. Como por definición 


F(2) si $(2)>0, 


1F() e si f(9<0, 
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la ecuación (1) es equivalente al siguiente conjunto de dos sistemas 
mixtos: 

22-350. 21-3<0 

22-3=5' 1 (21—3)=5.. 


Del primer sistema de este conjunto hallamos x, = 4, del segun- 
do, 1, = —1. 

2-do procedimiento. Como ambos miembros de la ecuación (1) 
no son negativos, ella es equivalente a la siguiente: | 2x — 3Pp= 
= 25. Pero, |f (2) |? = (f (x))*. Por ello, la ecuación (1) es equiva- 
lente a la ecuación (2x — 3)? = 25, de donde obtenemos: 2, = 4, 
z= A. 

rsempLo 2. Resolvamos la ecuación 


[22-3]|=x2+1. (2) 


soLución Como la anterior, esta ecuación puede ser resuelta de 
dos procedimientos. Al resolverla según el primer procedimiento ob- 
tendremos el siguiente conjunto de sistemas mixtos, equivalentes a la 
ecuación (2). 
212-3>0 ( 21-3<0 
21—3=2p1' |-(22-3)=x+1, 
de donde hallamos x=4, a. 


Al resolver la ecuación de acuerdo con el segundo procedimiento, 
hay que tener on cuenta que la expresión x + 1 en el segundo miem- 
bro de (2), según el sentido de la ecuación, debe ser positiva: z +1> 
>0. Dobido a esta condición la elevación al cuadrado de ambos 
miembros de la ecuación conducirá a otra ecuación equivalente a la 
inicial. O soa, la ecuación (2) es equivalente al sistema mixto: 

+ 1>0 
(La—39=(141), 
. 2 
que, al resolvorlo, wus proporciona x= 4, Ls. 
rsempLo 3. Resolvamos la ecuación 


223] =[2+71 e) 


sotucrón Ls fácil cerciorarse de que el procedimiento «elevación 
al cuadrado» (segundo procedimiento) es aquí el más conveniente. 
En efecto, al aplicar dicho procedimiento, obtenemos una ecuación 
equivalente a la (3): 
4 


(21—3)=i2 471, de dondo x,=10, 1.= —=p. 
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EJEMPLO 4. Resolvamos la ecuación 
[3=x]—|24+2]|=5. (4) 
soLucIoN. En este caso es preferible el método de «partición en 
intervalos» (tercer procedimiento). 

Marquemos en la recta numérica el valor de x con el que 3 — « 
= () y el valor de z con el que - + 2 = 0. Con ello, la recta num 
ca se dividirá en los intervalos J]—oo; —2[, [—2; 3], 13; col. [Resolva- 
mos la ecuación (4) en cada uno de los indicados intervalos, es decir, 
el conjunto de sistemas mixtos, equivalente a (4): 

(q [E . Pp 

B3r+pip2=0" 13—2—x—2=5” —34+1—x—2=5, 


o bien 





5=5 ' á 
La solución del primer sistema de este conjunto es el rayo 
I—oo; —2[, del segundo sistema hallamos que z = —2, y el tercero, 
no tiene solución. Unificando las soluciones de estos tres sistemas 
obtenemos la solución de la ecuación (4): J—oo; —2]. 
EJEMPLO 5.  Resolvamos la ecuación 


lz—=-2|+|2-1[|=x—3 (5) 


soLucIóN. La ecuación (5) es muy parecida a la resuelta[enZ el 
anterior ejeraplo, es decir, a primera vista puede parecer que su más 
conveniente resolución se llevaría a cabo según el método de «parti- 
ción en intervalos». Pero, de la ecuación (5) está claro que z —3 > 
> 0, o sea, 2 > 3 y, entonces, asimismo, z—2>0 y 2 —1>0, 
Así, pues, la ecuación (5) cs equivalente al sistema mixto 
s—24:i-1=:2-3 y r=8 
1 que es equivalonte a Es Ñ 
tiene soluciones. 
De modo que la ecuación no tiene raíces. 


do o e 
—5=5. 


z=—2 


gue 10 


EJERCICIOS 


Resuelvan las ecuaciones: 
384, |2| +2 =0. 385. (2 —1) (121 —1)=-—0,5 
42—8 Tp 4 |37—51 
380. ¡yan 3. Em 3 
1388. T—áx=|4r—7|. 380. 
390. | 2 —324+ 3 |=2, 39. 
30, [4 +2—1)])=2—1. 39. 


394, 211 + 22-5|=2-—4. "395. 1 +43]|1/42=0 
396, (24 19 —2[24+1]+1=0.:307, 042-314 11+f0=0 
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l4=x|= 


1 =3,. 
+12-3|+12-8 1 
pá 


00 1 (212 44] Pa 210. 
2 —21=1%+21. 





I 


39. [2+tI+12+21=2. 
14 —2 
! 





z1. 
cl 








¡2ti+r pt 
¿|2—9/+12—4/=5. 





$ 10. Sistemas de ecuaciones racionales 


1. Nociones fundamentales. Varias ecuaciones con dos varia- 
bles x, y forman un sistema si se plautea el problema de la búsqueda 
de todos aquellos pares (x; y) que salisfacen cada una de las ecuacio- 
nes dadas. Cada uno de dichos pares lleva el nombre de solución 
del sistema. Resolver un sistema de ecuaciones significa hallar todas 
sus soluciones. En particular, el conjunto do soluciones de un sistema 
puede ser vacío y, entonces, se dice que el sistema no tiene soluciones 
o que es un sislema incompatible, 

Varios sistemas de ecuaciones con dos variables <, y forman un 
conjunto de sistemas si se plantea el problema de buscar todos los 
pares (x, y), cada uno de los cuales satisfaga, por lo menos, uno de 
los sistemas dados. Cada uno de tales pares so denomina solución 
del conjunto de sistemas. 

El proceso de resolución de los sistemas de ecuaciones consiste, 
por regía, en el paso sucesivo, mediante cierlas transformaciones, del 
sistema dado a otro más «cómodo»; a continuación, a otro aún más 
«cómodo», etc. Si como resultado de ciertas transformaciones del 
sistema 


fa, y =8e(x y) 
fo(2, y) =82 (2) y) 0 


fa (a, Y) =En (% y) 
pasamos al sistema 


fia y =8 (2 y) (2) 


fír y =8 (2 y) 
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y, si con ello, cada solución del sistema (1) es, simultáneamente, la 
solución del sistema (2), éste recibe el nombre de corolario del sistema 
(1). El corolario de un sistema de ecuaciones puede ser también una 
sola ecuación. P.ej., la ecuación 3x — 2y = 3 es el corolario del 
sistema 


2l14+y=5 
db 


(como la suma de las ecuaciones del sistema). En general, el corola- 
rio de un sistema de ecuaciones puede ser otro sistema con un número 


de ecuaciones tanto menor como mayor. Así, el sistema 





214+y=5 
es el corolario del sislema ( had 
—3y= -2. 
21+y=5 
A su vez, el sistema | de a 
z—3y= -2 
21+y=5 
es el corolario del sistema ¿2—3y=-—2 
3x—2y=3. 


Dos sistemas de ecuaciones reciben el nombre de equivalentes 
si los conjuntos de sus soluciones coinciden. Está claro, que dos 
sistemas son equivalentes si, y sólo si, el segundo es el corolario del 
primero y el primero, del segundo. Un particular, de aquí se des- 
prende que sí en un sistema de ecuaciones se adiciona una ecuación 
más, corolario del sistema dado, el nuovo sistema es equivalente 
al inicial. Si omitimos cierta ecuación del sistema, la restante 
ecuación (o bien sistema de ecuaciones) será corolario del sistema 
inicial. Si en el planteamiento no se la prefijado sobre qué conjuulo 
ha de resolverse el sistema de ecuaciones racionales, se supone que 
es necesario resolverlo sobre un conjunto de números complejos. 

Aducimos dos teoremas que se utilizan durante la resolución de 
sistemas de ecuaciones. 

TEOREMA 1. Si la ecuación f, (x, y) = E, (x=, y) es equivalente (es 
el corolario) a la ecuación f; (x, y) = £, (x, y), mientras que La ecuación 
fala, y) = E1 (u, y) es equivalente (es el corolario) de la ecuación 
fe (2, y) = 8, (2, y), los sistemas 


hl=, y =8,(x, y) £ (a y=8g (a y) 
Han=atoy * Uren= 0) 


son equivalentes (el segundo sistema es el corolario del primero) 
50204 
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weorema 2 Se la ecuación f (x, y) = g (x, y) es el corolario de las 
ecuaciones Í, (2, y) = £1 (21 1) Y fa (2, y) = 82 (2, y), el sistema 


fala, y) =82 (2, y) 


oda N=8=, y) 
a, y=e( y 


1 n= y l 


es el corolario del sistema 


fi(x, y) =8,(x, y) 
Lara y=gx (2 y), 15 


Le y) =É4z, y) 
en tanto que el sistema 9 f¿(x, y) =82(%, y) es equivalente al sis- 
1, Ny=g8(x, y) 
tema (3). 
En particular, corolarios del sistema (3) serán tales sistemas: 


E (1 N=4 (0 Y 4) 
la Nh y=4 (0 y) 8 (0 y), 

Lo y=e2 (0 y) 5 
ha yla y=Al0 ez Y, 5 
fia Ny =8(, y) (6) 


Uta Ny=( tm yy. 

Si no hay tales pares (x, y), con los que ambas ecuaciones 

falo, y) y Es (2, y) se reducen simulláncamente 1 cero, la ecuación 
1 


1 i ió A Ex 
a es esuivslcula ala ecuación fz tx, Y) = 82 (2, y). 
Entonces al sistema (3) será equivalente el siguiente sistema: 


(a y=4(0 y) 
hal rad 
Ar  arn” 
A su vez, su corolario es el sistema: 


(x, y) =8,(%, y) 


Le 0 


ñ : 1 
IS DA 


Así, pues, llegamos a la siguiente conclusión: si no existen tales 
pares (x, y), con los que ambas expresiones [, (1, Y) Y Ba (2, y) se reducen 


$ 10. Sistemas de ecuaciones racionales 07 


simultáneamente a cero, el sistema 


Lo Y =8(r, y 
Ly nta) Mm) 
hi ga(= y) 

es el corolario del sistema (3). 

Si al resolver el sistema lo hemos transformado en 10m sistema, 
que es corolario del inicial, las soluciones halladas del nuevo sistema 
obligatoriamente deben ser verificadas (p.ej., poniendo en el sistema 
inicial los valores obtenidos de las variables). A continuación, serán 
útiles las siguientes afirmaciones: 

1. El sistema (4) es equivalente al (3). 

2, Si no existen tales pares (x, y), con los que ambos miembros 
de la ecuación f, (2, y) = g, (2, y) se anulan simultáneamente, el 
sistema (5) es equivalente al (3). 

3. El sistema (6) es equivalente al (3) sobre un campo de números 
reales si para Loda x, y del campo de definición del sistema (3) se 
cumple la desigualdad fa (2, y)-£2 (2, y) >0. 

4. Si no existen Lales pares (x, y), con Jos que simultáneamente 
se reducen a cero ambos miembros «de la segunda ecuación del sistema 
(3), el sistema (7) es equivalente al (3). 

Indiquemos un resultado más que se desprende de Jos teoremas 
ly2 

TEOREMA 3. Si el conjunto de ecuaciones 

















Íu(, Y) 
falo y) 


Bale, y) 
222 (1, y) 











Ll fon(o, Y) =820 (2, y) 
es equivalente a la ecuación f, (z, y) = gi (2, y) o bien es su corolario, 
el conjunto de sistemas 


(a, y=8 (0 y) 
fu(e y)=2u(%, y) 
ha, Y =g (wm y) 
fal(o Y =kp[(0, y 


Ln (2, Y) = Eon lEs Y) 


es equivalente al sistema (3) (o bien es su corolario) 
5r 
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En particular, el corolario del sistema 
l (, N=2(% y) 
Lake, Dolar ls 9) Lan (E, y)=0 
es el conjunto de sislemas: 


me (y) =e (ey) 


fa(z, y)=0 : 
e n=a4 (Y. fa N=28 (y) 
for (5, yr=0 2 ala 1-0. 
EJEMPLO 1 HResolvamos el sistema 
[zy—6 = e 
¡ Sa (8) 
zy-+24= > 





sobre un conjunto de números real 
soLucIóN Multiplicando entre sí las ecuaciones del sistema (8), 


obtenemos el sistema: 
1y—6= z 
(9) 


(ay + 24) (xy —6)= 





que es el corolario del inicial. Cun ayuda de sencillas translormaciones 
la segunda ecuación del sistema (9) se reduce a la ecuación xy = 8, 
es decir, al corolario de la segunda conación dol sistema (9). Enton- 
ces, tomando eu consideración el teorema 1, el sistema 


a 
¡eg d (10) 
xy =8 








será el corulario¡del sistema (9). Sustraigamos alora la primera ecua- 
ción del sistema (10) de la segunda. Obltenemos el sistema: 


zy=8 
¡A 
E 


y, a continuación, 


zy=8 
(a. (1) 


A consecuencia del leorema 2, el sistema (11) es el corolario del 


(10). 
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Después de multiplicar entre sí las ecuaciones del «istema (11), 
obtenemos el sistema 

1y=8 

Le (12) 


y=16, 


que es el corolario del sistema (11). De la segunda ecuación del siste- 
ma (12) hallamos y, = 2, y, = —2 (nos limitamos a las raíces reales) 
y de la primera ecuación x, = 4, 21, = —4, respeclivamente. 
Así, pues, el sistema (12) tiene las siguientes soluciones: (4; 2) 
—4, —2). 
y cia Como el sistenta (12) es, en fin de cuentas, el coro- 
lario del (8), las soluciones halladas del sistema han de verificarse, 
lo que puede realizarse poniendo las soluciones obtenidas del sistema 
(12) en el (8). Esla verificación mueslra que ambas soluciones «el 
sistema (12) lo son también del (8). Así, pues, las soluciones del 
sistema (8): (4; 2), (4; —2). 


zy+xz=-—4 
EJEMPLO 2. Resolvamos el sistema + yz-+yz= —1 
214 2y =—9, 


SOLUCION. Sumando las lres ecuaciones del sistema obtenemos 
ty + 22 - yz = —7. Uniendo esta ecuación a las ecuaciones del 
sistema prefijado, obtenemos un sistema equivalente al dado según 
el leorema 2: 


zy+12+y2=-—7 


zy-4xiz= —4 
yibyo=-1 
23+2y= —9. 





Sustituyamos la segunda ecuación de esle sistema por la diferen- 
cia de las dos primeras, la tercera ecuación, por la diferencia de la 
primera y la tercera, y la cuarta, por la diferencia de la primera y la 
cuarta y, además, omitimos la primera ecuación. Oltenemos el 
sistema: 





yi=-—3 
zm=-—6 
1y=2 


que, en virtud del teorema 2 y la afirmación Í, es equivalente al 
dado. Multiplicando entre sí las tres ecuaciones, hallamos: (xyz)' = 
= 36. Añadiendo ésta a las ecuaciones del anterior sistema, Jlegamos 
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(2yz)? = 36 


—=6 
xy =2 





(aquí se utiliza de nuevo el teorema 2), al que, a su vez, en virtud 
del Leorema 3, es equivalente el conjunto de sistemas: 


1yz=8 
y=-=3. 
a=—6' 
xy =2 





Hesolvawmos el promer sistema de este conjunto. Dividiendo sucosiva- 
mente la primera cenación del sistema entre Ja segunda, tercera, 
cuarta, obtenemos: x= —2, y = 

Do modo análogo, del segundo sistema, hallamos: z = 2, y == 1, 
2 = —y 
De forma que el conjunto de sistemas, igual que el sistema inicial 
equivalente a él, Liene las siguientes soluciones: (—2 —41; 3), 
(21: —3), 

2. Métodos fundamentales para resolyer sistemas. Detengúmonos 
en tres métodos fundamentalos para resolver sistemas de ecuaciones: 
1) transformación lincal del sistema (o bien suma algebraica); 2) sus- 
Litución; 3) cambio de variables. El método de la transformación 
lineal del sistema se basa en el siguiente Leorema. 








TEOREMA 4 Si an |; 5 |ao, los sistemas 


bi ba 
[te 1 =0 afila, 1) +ale(a y= 
fte, y)=0 Y Wife N+od. ta y=0 


son equivalentes 
En particular, s1 a =1, 4¿=0,1b, = 
el sistema 





, 0, = z+l, oblenemos 


f (x=, y =0 
f(x, y fte, yy=0 


que de acuerdo von la afirmación Í, es equivalente al inicial. 

Este leorema se «divulga al caso cuando el número de ecuaciones 
es mayor que dos. P.ej., para Lres ecuaciones con tres incógnitas 
tiene lugar el siguiente Leotema. 
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a 14 
b, da b3 30, los sistemas 
65 10565 


Qda y 2=0 (elo +4, =0 


TEOREMA 4. Si A= 





Laila, y 23=0 y 30/40, +bsf,=0 
f(x, y 23=0 A 
son equivalentes, 
El mélodo de sustitución se basa en el siguiente teorema. 
TEOREMA 5. Los sistemas de ecuaciones 
zx=F (y) il 
Ho y =8(0, y HEM, Y=8 (Y, Y) 
son equivalentes. 
P.ej., serán equivalentes los siguientes sistemas: 


vam de ej 
Pqynda+y Y (05942 (25) +y. 
COROLARIO, Si la ecuación y (x, y) = 0 es equivalente a la ecuación 
zx =F (y) (o a la ecuación y = E (x)), el sistema 
q(z, y)=0 
e y=( y) 
x= E (y) 


es equivalente al sistema ( A 
id EW, DEW, Y 


y=F(x) 

Fm Fr) =g(x, F(2). 
P.ej., el sistema do ecuaciones 

y +42=2 (15) 
fatosry 


o bien al sistema 


es cquivalente al siguiente sistema: 


ES 





Para un sislema de tres ecuaciones con Lres variables el cueres- 
pondiente teorema se emuncia del modo siguiente. 
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TEOREMA 5*. Ll sistema de ecuaciones 


LA y =8 (2 y, 2) 
h (5 y 2)=8:(2, y, 2) 
2=F(z, y) 


es equivalente al siguiente sistema: 


hilo y Tío y) =29 (0 y F(z y) 
Lio y Fla y) =8, (0, y, Plz, y) 
z=PF (zx, y). 


El método de cambio de variable consiste en lo siguiente. 


| 


Si 
Pia NY =1 glo Y), (o y) y 
Fo 1) =la (mia y), met y), 





el sistema 
és (2, y)=0 


F, (2, y =0, 
mediante las nuevas variables q, (2, y) = u, qa (2, y) =v puede ser 
escrilo en la for ( o 
crito rnma 
f,¿(u, v) =0 


Sean (U; 0), (Lg; Va), «.-, (Un; Un) las soluciones del úllimo 
sistema. Entonces, el problema se reduce a la solución del siguiente 
conjunto de sistemas: 

(a y)=u ( Mm y=. o. ( (2, Y) =Un 
Da (%, y) =01 Pa (2, y) =Vz Lo (a) =0 


Las soluciones de este conjunto serán, simultáneamente, las 
del sistema 


| F,(x, y)=0 
Fa (z, y)=0. 
Consideremos algunos ejemplos de empleo de estos métodos al 
resolver sistemas de ecuaciones. 
12= 1324 4y 
y= 424 13y. 


soLUcióN. Sustraigamos la segunda ecuación de la primera. Enton- 
ces, según el teorema 4, el sistema 


2—y= (1374 4y)— (424 13y) 
y =4x+13y 


EJENPLO 3. Resolvamos el sistema ( 
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es equivalente al inicial. Analicemos la primera ecuacion dlel sistema 
obtenido. Tenemos (1 — y) (2 + y) = 9 (z— y) y, a continuación, 
(—y) (+ y —9) =0. 

Como resultado, llegamos al siguiente sistema que, según el 
teorema 1, es equivalente al inicial: 


(2— y) (2+y—9=0 
y=42+ 13y. 


De acuerdo con el teorema 3 este sistema es equivalente al siguien» 
le conjunto de sistemas: 


a 2 a ( 24 y-9=0 
y=4x+13y' 2= 4x4 13y. 
Resolvamos cada uno de estos sistemas con el método «e sustitu- 





ción. El primer sistema se transforma a Ja forma ” s 
y + 139, 
21=0 | La =17 
y=0” ly, =17. 
El segundo sisterna del conjunto se translorma a la forma 
2=9—y 
y=4(9—y) + 13y. 

De la ecuación y? = 4 (Y — y) + 13y hallamos: y, = 12, y, = 
= -—3 y, a continuación, de la relación x = Y — y obtenemos y = 
—3, 2, =12 
En total, hemos hallado cuatro soluciones: (0, 0), (17, 17), 
(3; 12), (12, —3). 

VERIFICACIÓN. Como durante la resolución del sistema prefijado 
se han realizado sólo transformaciones equivalentes, las sol ciones 
obtenidas son, aisimismo, las del sistema inicial, 

EJEMPLO 4. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


14 y+2=2 
224 3y+2=1 
Py 29+ (21) =9. 


SOLUCIÓN. Adoplemos el método de sustitución. Tenemos; 


de donde Jhullamos: | 








1=2—y—2 
2(2y—2)-+3y+2=1 
(Q—y—2D2+(y42)4 (2—1)=09 
r=2—y—2 
y, seguidamente, ( y—2=-—3 
P+24 ya 32=0. 
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A su vez, las dos úllimas ecuaciones del sistema obtenido forman 
un sistema de dos ecuaciones con dos variables. Resolvamos este 
sistema según el método de sustitución. Tenemos: 


es decir, 
yl 





De la última ecuación hallamos: z, = 1, 2, = 3. Do Ja ecuación 
y =2—3 obtenemos: y, = —2, y, = 0, respectivamente, y de la 
ecuación 2=2—y—2, hallamos x, =3, 212 =—1. 

Así, pues, hemos obtenido las siguientes soluciones: (3; —2; 1), 


(15 0; 3) 


1y+2=2 
zaemero 5 Icsolvamos el sistema de ecuaciones 4 yz4+22=2 
224 y=2. 


SOLUCION Sustituyamos la primera ecuación del problema por 
la diferencia de la primera y segunda ecuaciones, la segunda, por la 
diferencia de la segunda y tercera y no tocamos la Lercera. Obtenemos 
el sistema: 


ay—yi+2—2a=0 
ya—224 12 y=0 
my 2, 
(2) (¿+2)—y (2-2) =0 
es decir, el sistema < (1—y) (141) —2(1—y) =0 
x+ y= 2 


que, en virtud del teorema 4, es equivalente al inicial. Después, 
lenemos: 


(2) (+ 2—y) =0 
(2—y) (++ y—2)=0 
a+ y=2, 


De acuerdo con el teorema 3, uc este sistema es equivalente el 
siguiente conjunto de sistemas: 


1-2=0 2—1=0 241—y=0 (ajasa 


a—y=0, + y—z=0; r—y=0 ; +y—2=0 
a+y—2 124 y=2 x24+y?=2 Latpie? 
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Resolvamos los sistemas de este conjunto con el método de susti- 
tución. Del primer sistema hallamos: (f; 1; 4), (1: —4; —1); 
del segundo: (Y 2; 0; 142), (—Y 20; — 
del tercero: (Y2,/2,0), (—Y2, —Y 2,0); 
del cuarto: (0; 2; Y 2), (0; —Y 2: —y 2) 
VERIFICACION. En el proceso de la resolución todas las transforma- 


ciones fueron equivalentes, por lo que las ocho soluciones halladas 
son, asimismo, las del sistema dado de ecuaciones. 


3. Sistemas homogéneos. Un sistema de dos ecuaciones con dos 
variablos del tipo 








E E A E 
ST IS NE O UN 





recibe el nombre de homogéneo (los primeros mivmbios de ambas 
ecuaciones son polinomios homogéneos de grado n de dos variablos). 
Los sistemas de este Lipo se resuelven mediante la combinación de 
ds métodos: Lransformación lineal e introducción de nuevas varió 
bles, 


EJEMPLO 6. FHallemos las raíces reales del sistema: 


( 314 xy—2y4=0 
2—3ay+ y —1. 


soLuciÓON. La primera ecuación es homogénea (recordemos que 
así se denominan las ecuaciones del tipo f (+, y) = 0, donde f (x, y) 
es un polinomio homogéneo). Notemos que al hacer y =0, de la 
ecuación 32? 4- ay — 2y? == 0 hallamos 7 =0. Pero el par (0, 0) 
no satisface la segunda ecuación del sistema por lo que y 36 U y, por 
lo tanto, ambos miembros de la ecuación homogenea 32% 4 xy — 
— 24 =0 se pueden dividir por y? (lo que no acarrea la pórdida 
de caíces). 





EI des E 
Obtenemos: A y, a conlinuación, 35) + 
+5-2=0, de donde hallamos que j= —4 0 bien j= $ + 0 Sc, 


e 2 
2=—y 0 bien t=F Y. 


Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunto de sistemas 
de ecuaciones: 


2 
t=—y 4 ¿ A 
22—3xy + y= —1' Ll 20?—32y +y= —1 
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El primero de estos sistemas no es compatible y el segundo tiene 
dos raíces: (2; 3), (2; —3). Estas serán Jas raíces del sistema dado. 
322 — 8xy + 4y?=0 
5a2— Tay —6y?=0. 

sonucion Ante todo hemos de señalar que en nuestro caso el 
par (0; 0) satisface el sislema. Sea, más adelante, y +4 0. Dividiendo 
por y? ambos miembros de cada una de las ecuaciones homogéneas 
de segundo grado, que forman el sistema prefijado, obtenemos 


(5) —o(5)+4=0 


EJEMPLO 7. Resolvamos el sistema [ 





y 
ENL fia 
s(7 (5 —6=0, 
Ek E 
de donde hallamos Y . 
Et La 
y 4 a 


Es decir, ¿=2 
Haciendo y = £, entonces « = 22. Señalemos que con t=0 y 
zx =0, tambien y =0. Así, pues, las raíces del sistema dado es un 
par de la forma (2% £), donde ¿ER. 
gsempLo 8 Kesolvamos el sistema de ecuaciones 
31?— 21y =160 
| Z 15 
2—3xy— 2y2=0. 
sonución Mullipliquemos ambos miembros de la segunda ecuación 
por 20 y sustraigamos la ecuación obtenida de la primera ecuación 
del sistema: 


Ba 





Hemos vbtenido el siguiente sistema equivalente al (13): 
312— 2xy = 100 
Lease (14) 
171*— 581y— 40y?=0. 
Examinemos la ecuación homogénca 
171% — 58xy — 40y? = 0. (15) 


Si y =0, de esta ecuación hallamos 2 = 0. Pero el par (0; 0) 
no satisiace el sistema inicial. Es decir, y ++ 0 y, por esta razón, di- 


5 10. Sistemas de ecuaciones racionales 77 


vidiendo ambos miembros de la ecuación (15) por y? obtenemos una 
ecuación equivalente a ella: 


212 ro(z il 
17 (5) 58 (E) -40=0, 
Hagamos “=> y llegaremos a la ecuación cuadrática 


17u? —58u —40=0, 


A y dí e. p 
cuyas raíces 4 =4, Uy == E. Esto significa que la ecuación (15) 
; % A 1 
es equivalente al conjunto de ecuaciones: L=4; =-47 Y, 


correspondientemente, el sistema (14) es equivalente al conjunto 
de sistemas: 


E Y 10 
(há ' (2-5 
¡A ¡EA 


Aplicando a cada uno de estos sistemas el método de sustilución, 
dura ” 7 

hallamos las siguientes raíces: (8; 2); (—8;—2), (s; -+) , 

17 

(55 

Como al resolver el sistema dado sólo se realizaron translorma- 

ciones equivalentes, las raíces halladas son también las del sistema 
inicial. 

EJEMPLO 9. Hallemos las raíces reales del sistema 

P4y=1 
Dy4 lay + 2. 


SOLUCION. Realicemos la suma algebraica de las ecuaciones del 
sistema (16): 





(16) 


_ Bt e 
ay + 22y 94 y? 
24—2*y—21y94 y 





1 


Obtenemos el sistema: 
28— y —21y + y=0 
Pet, 


equivalente al inicial. 
Analicemos la ecuación 22? +- y — 2ay? + y? =0. 


(17) 
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Como en el anterior ejemplo, aquí sería posible dividir ambos 
miembros por y?. Pero, en este caso es más fácil de descomponer el 
primer miembro en factores: 


Y (2r—y—ylr—y=0 
y, seguidamente, 
Loy (y +y)=0. 
Es decir, el sistema (17) es equivalente al siguiente conjunto: 
2—y=0, a—y=0. | +y=0 
dp léppol lé+y=1 
Empleando el método de sustilución respecto a cada uno de 


eslos sistemas hallamos las siguientes raíces del sistema (16): 
E 23 


e 2 (5 4 
3 )- 
rygstro 10 [lallemos las raíces reules del sistema de ecuaciones: 
24 ay y=91 
ay +y=7. 
soLucion ste sistema no os homogéneo, pero puede ser reducido 
a él, Para ello es suficiente elevar al cuadrado ambos miembros de 


la segunda ecuación. 
Oblenemos el sistema: 


( 4 ayl4 yi= 91 
(Pay +y)?= 49 
que es el corolario del imicial. Después, Lenemos: 








(18) 





4 yd y 
a ayy y — 205 + 2a*y*— 2xy*= 49. 
Sustiltuyamos la segunda ecuación de esle sislema por la diforen- 
cia de la primera y segunda ecuaciones: 
m4 y y =01 


¡E 
By—iyg+ ay 21. 00) 


Para resolver este sistema homogéneo apliquemos el método 
de la suma algebraica: 


37 (20) 
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Si y = 0, entonces z = 0. Pero el par (0; 0) no satisface el sistema 
(18). Si y 3440, la división de ambos miembros de la ecuacion (20) 
por y! conduce a la ecuación 

2qh r ya pay? - E 
37) 13) +16 (5) 13 ($) +30, 
que es equivalente a la (20). 
Haciendo => obtenemos la ecuación 


3ui — 134 + 16u? — 134 + 3=0. 
Dividamos ambos miembros de esla ecuación por u*- 





3u—13u4 16— 





; 7 1 1 , 
y, a continuación, 3 (4-7) —13 (u ++) +160=U 
Hagamos v=u-+ sy entonces 14 =w-2 y temiremos: 


3(—2)—1iw0+16=0 o bien 30 —13v 4 1U =U 


de donde v,=1, ay=+. 


Resolvamos ahora el conjunto de ecuaciones: ut 1 u-+ 
1 40 





En primera couación del conjunto no biene raíces renles; de la 


seguida hallunos: u,=3, u¿==7+ Así, pues, la couución (20) es 


equivalente al conjunto de ecuaciones: =>» +=+ + Mmucubras 
que el sistema (19) es, correspondientemente, equivalente al con- 


junlo de sistemas: 





da 
( y ; ( y 3 (21) 
ayy 091 A ys yi=01. 

Esle conjunto tiene las raíces: (3; 1), (1, 3), 3; —D), TL; —3). 

VERIFICACION. Al resolver el ejemplo, Lodas las Lransformaciones, 
salvo la primera, conducían a sistemas equivalentes. Realizando la 
sustilución de Jas raíces halladas en el sistema (18), nos eorcioramos 
de que Jas cualro raíces del conjunto (21) son lambién las de el. 

4. Sistemas simétricos. Recordemos los datos fundamentales 
acerca de las expresiones simétricas. La expresión £ (x, y) recibe el 
nombre de simétrica si al suslituir la variable x por y, y por x ella 
no varía. P.oj., las siguientes expresiones son simétricas: 

1 


F(z, y =08%+30y+y, Ple, y)=V14y+21y+ Lal, 












80 Primera parle. Algebra. Capítulo II 


Los fundamentales polinomios simétricos de dos variables se 
consideran x + y y ay. Todos los demás polinomios simétricos do 
dos variables pueden ser expresados con los fundamentales. Hacion- 
do, para abreviar, u == x + y, Y = xy, vbtenemos, p.ej.: 

Py (24 y — 2y = ul — 2, 
DY = (+ y) (e —2y + 4) = u (1 — 3v) = 4? — 3un, 
Py (2 y 2? (e? — 2o* — 2o* = 
= ul — 4uv + 24?, 
dy = (4 (0) — TY + Y) = 
(1 — 20) (ué — 3uv) — vu = u? — Sutv + Sue, 

ay + y = (10 + 22y + y) —2y = 4 —0, 0lo. 

Un sistema, en el que todas las ecuaciones son simétricas, leva 
el nombre de simétrico. Puede ser resuelto según el método de cambio 
de variables, tomando como nuevas variables los polinomios simé- 
tricos fundamentales, 

EJEMPLO t1  Rosolvamos el sistema de ecuaciones 


24417 
( I+xay+y=5. 
SOLUCION. Hagamos ¿¡ u 


zy=vw. Como 23+y%=u3—3uv, el sis- 
tema prefijado se reduce al siguiente: 


“3 —3uvui= 17 
( u+pu=5. 
De este sistema, obtenemos: 
u=3 uy =2 
[ v,=2* há 























Alora nos queda resolver el siguiente conjunto de sistemas; 
pp a 
zy=2” zy=3. 

Las soluciones de este conjunto y, con él, del sistema inicial, 
son las siguientes: (1; 2), (2 1), (1+1V2 1-1V2D, (1-1V%; 
14+:/2). 

OBSERVACIÓN. Retornemos de nuevo al sistema estudiado en el ejemplo t0 
(véaso la pág 78): 


4 yt 01 
( “—:y 491. 


$ 10. Sistemas de ecuaciones racionales BL 


Este sistema es simétrico y, por lo tanto, como el anterior puede ser trang- 
formado a una forma 1nás sencilla introduciendo nuevas variables” 





(ue —24)2 20) $11 
(a? —20) —v=1 

22 
2—-3v 


Obtenemos: ( 








Y :a dontindación de 





De la segunda ecuación de esle sistema, hallamos: u? = 34 1-7 Cou ayuda 
de esta sustitución la primera ecuación del sistema se transforma a la fora: 
(3 + 7 — 20 — v* = 91, de donde obtenemos: y = 3. 

De la ecuación u* = 3v + 7 hallamos 4,2 = +4. Así, pues, el sistema 


tiene dos soluciones: 
( u=4. ( u= 
pym3' v¿=3. 


Por lo tanto, el sistema inicial es equivalente al conjunto de sistemas: 


o PE 





Este conjunto conduce a las mismas soluciones que obtuvimos en el ejer 
plo 10. 


EJERCICIOS 
Resuelvan los siguientes sistemas de ecuacionos: 
448. (Ed EPA 


2+y48=0, 
z—y=l $ 21? —3y=23 
419: enijamar, 320, (ananá. 


5224 14y =19 Y (1+y) =80 
els ipita=t ae (sprayas. 


424. ( 
x+yi422=3. 


243y—1=0 
(risa 420. ( 
1+2Y—2%=1. 
4 y—21+3y—9 
e rn 





94 y?=13 
1y=2. 











I+y=2 
3—:y—y42—2y 429 sx 
a y hi2 
E > Epi, 
1 1 1 
2—y=—2ay = +] =2 
430. ¿RL Ey E 





14 == ny. 





y 
00204 
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xr, 2—y $ 
as. (YE ES TS 
HE. +(r—y pan, 
HL (EsTa 3-Y y, [m2 5 y 
y -2y=321 0(—y+2=0,1254 y. 
40. [O (23) +:y-+1=0 
y A rcidd 
uan 
=1 
Si =>" A a e! 
m4 ay —249=0. 
Ey y 411 31y—y=0 
UE, ( 14*+197y—3y3=o, 40 do hojeó. 
151% xy—2y9=0 14xy+by=6 
Mr iran ma e (aras, 
3xy+y?=—1 ” 522 —6xy + 5y?=29 
a Er E EP 
e fu+y=35 
dd ¡era 
A—y=10—y) ai yi= 15 
sir (Sqe=uetal. Mus as. 
dy lay + yt 136 
a. [EH PE y 
des da 429? =311 (limítense a buscar las soluciones reales). 











Py y?=19 (2 — y)? 
9d Ca T(2—y). in 
so [2H ls) yg, pr % 
in dei «es ¡ep 
ay han 
mes [ers as 


Hallen las soluciones reales de los sistemas de ecuaciones: 


area 


(+8) +) =2 
2 y 
Er y (ey=2 
454. 1 Y 5.4115 
a Lead z qa 
Coty 


2 pnáy=t+zy 2+y=5 
+0. (pts 6. (yo. 
O PH 
(ay ipma. yá 


my, yl + yy? ( q 3 
bl 4 





450. ( 


EPT 
Ary y=3. 


400. E 
ya (2 
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a—y=26 
a (eat 2 e+y). 
3 Pay ty 
463. (ess 4%. (res 
Pra — Pz 
y 2? =0-+ yz 
465, day =6 +2 
aid 
ayy. rd y4o=b 
466. a 467 (arras 
ya=y2+kz y(x+2)=3. 
—y+zi=6 Y4i=xyz 
168. Pepin (69 (e ya 
PON xby=xyz. 
a y-ba=13 
4V. [eeoramo 
pis 





2 Pdo 
437. [stream 


(2) (y) ==2 











aya=l, 
x+y=32 a 

478. (Etna 479. ( 3ys 
24902, 9 Hly+r+2=20. 


$ 11, Problemas para la composición de ecuaciones 
y sistemas de ecuaciones 


La resolución de problemas escritos que se resuelven confeccio- 
nando ecuaciones, porregla, se lleva a cabo en cuatro etapas: 1) desig- 
nando con las letras zx, y, z, . - - las variables incógnitas, de las 
que se trata en el problema; 2) con ayuda de las variables introduci- 
das y las variables conocidas del planteamiento del problema, con- 
feccionar el sistema de ecuaciones (o de una sola ecuación); 3) reso- 
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lución del sistema obtenido de ecuaciones (o de una ecuación); 
4) elección de las soluciones de acuerdo con el sentido del problema. 

1. Problemas sobre dependencias numéricas. Para resolver tales 
problemas se utilizan los siguientes faclores: 

1, Si al número aatural z se le adjunta a la derecha el número 
de n cifras y, como resuliado obtenemos el número 10"x + y. 

2. Si a y b son números naturales, con la particularidad de que 
a>b y que a no es múltiplo de b, existe un par, y sólo uno, de 
tales números nalurales q y r que a = bg + r, donde r < b (a es el 
divisor, b, el dividendo, q, el cociente, r, el resto). 

EJEMPLO 1. lfallemos un número de dos cifras si sabemos que 
la cifra de sus unidades es 2 veces mayor que la cilra do las decenas 
y que el producto del número buscado por la suma de sus cifras es 
igual a 144 

SOLUCION. Sea x la cifra de Jas decenas, y, la de las unidades del 
número buscado Enlonces, el propio número Liene la forma 10x + 
Del planteamiento del problema se deduce: primero, que y — z 
y, segundo, que (l0z + y) (1 + y) = 144. 

Como resultado llegamos al sistema de ecuaciones 











y—1I=2 
(10% + y) (1+y)= 144. 


Este sistema tiene dos soluciones: (2; 4) y (=3 +: 14%) ke 

El segnudo par no sabisface el planteamiento del problema. Por 
lo tanto, el número buscado es igual a 24. 

ESEMPLO 2 llallemos dos números de dos cifras 4 y B sobre los 
«ue sabemos lo siguiente. Si al número A se adjunta a la derecha el 
número B y, a continuación, la cifra 0, el número de cinco cilras 
obtenido se divide por el cuadrado del número B, en el cociente 
obtendremos 39 y on el resto, 575. Si al número A se adjunta a la 
derecha el número 3 y del número de cuatro cifras obtenido se resla 
el número de cuatro cifras que se forma si el número 3 se adjuuta 
al número A, obtendremos 1287. 

soLución Al adjuntar O a la derecha del número £, obtenemos el 
número 107, Añadiendo este número de lres cifras al número A, 
obtenemos 10004 + 108. 

De acuerdo con el planteamiento del problema el número de cinco 
cifras 10004 + 10B es el dividendo, B?, el divisor, 39, el cociente, 
575, el reslo, es decir, 10004 + 108 = 398? + 575. 

A continuación, si a la derecha del número A ponemos el número 
B (de dos cifras), obtenemos 1004 Y4- B. Si a la derecha del número B 
adjuntamos el número A (de dos cifras), hallamos 1002 + A. Según 
el planteamiento (1004 + B) — (100B 4- 4) = 1287. 
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Como resultado llegamos al sistema de ecuaciones 
10004 + 10B= 39B*+575 
(1004 +- B)— (1008 + 4) = 1287, 


4, = 48 
que, después de resolverlo, nos permite hallar Ñ ni 
B, = 35 
152 
37 
355 
Bj=—=3p7> 


Está claro que el segundo par no satisface las comliciones del 
problema. Los números buscados son 48 y 35. 

2. Problemas sobre progresiones. La sucesión numérica (a,) 
recibe el nombre de progresión aritmética si existe un número Lal d 
que para toda n € N se cumple la igualdad a, 4, =0,+ d; el núme- 
ro d lleva el nombre de razón (diferencia) de la progresión aritmética. 
La sucesión (6,) en la que b, 32 U se denomina progresión geométrica 
si hay un número q 7 Ú tal que para toda 1 E NV se cumple la igual- 
dad bn +, = bg; el número q recibe el nombre de razun de la pro- 
gresión geométrica. 

Propiedades fundamentales de la progresión arilmébica: 

1) a, =4+04(n—1). 


2) S,= 2400 ., donde S=4,+43+...+4p- 
3) La sucesión (an) es una progresión aritmética cuando y sólo 


cuando para toda nEN se cumple la igualdad any Ent 








(propiedad característica de la progresión aritmética). 

Propiedades fundamentales de la progresión geométrica: 

1) 0, =bgro 

big" 

2) s UA, donde S=b,+b2+-.+0n 47% 1. 

3) La sucesión (bn) es una progresión geométrica cuando y sólo 
cuando para toda n EN se cumple la igualdad | bay, | = Vb, cbn42 
(propiedad característica de la progresión geométrica). 

En Ja práctica, en Fugar de la igualdad | 0,4, 1 = Pda Dn +. es 
más cómodo hacer uso de la igualdad diz1 = da :0,420 eyuivalente 
a la primera. 

4) Si la progresión geométrica es infinitamente decreciente, es 

ES 
decir, |g|<1, entonces S= a , donde S= dl Dn- 
p=t 
Los problemas sobre dependencias numéricas ligados com pro- 


gresiones, por regla, se reducen a la solución de sislemas de ecmi- 
ciones. 
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EJEMPLO 3 lallemos el (ercer término de una progresión geo- 
métrica infinitamente decreciente si sabemos que su suma es igual 
49, y la suma de los cuadrados de lodos sus términos es igual a 40,5. 





SOLUCION. Según el planteamiento S=9, es decir, + =ts 
Analicemos la serie Y, 00. ...,U%.... . De acuerdo con 


el planteamicuto sa suma es igual a 40,5. Senalemos que los tér- 
minos de la serie forman una progresión geométrica com el primer 


término bi y la razón q?, lo que significa que la suma de dicha 
ul 


progresión es igual a . Como resultado, es posible escribir 





el sistema de cennciones , que al resolverlo nos 
5 





proporciona: b,=:6, g=t. Así, pues, ds=b,-q =6.(y)' E 


=> 
EJEMPLO 4 Tres números forman una progresión geomólrica. 
Si del lercer número restamos 4, los números forman una progresión 
ncitmélica. Si de los términos segundo y tercero de la progresión 
“vitmética obtenida vestamos «do cada uno do ellos la unidad, «lo 
nuevo obtenemos una progresión geomótrica. Hallemos esos números. 

SOLUCIÓN Scan xr, y, z los números buscados. Como ellos forman 
una progresión geométrica (con mayor precisión, son términos 
sucesivos de una progresión geométrica), haciendo uso de su pro- 
priedad característica, obtenemos y? = 2. Seguidamente, como los 
Uúmeros x, y, (2 — 4) forman una progresión aritmótica, aplicando 


su propiedad característica, hallamos y 





Por fin, 


ya que los números x, (y —1), (2 — 5) forman una progresión geo- 
métrica, enlonces (y — 1) =x (2 — 9). 


Como resultado, llegamos al sistema de ecuaciones 
Y=zz 


z+2—4= ly que al ser resuelto nos proporciona: (1; 3; 9), 
(y—1)?=x(2—5), 


e 
G E 
Estos valores de x, y, z satisfacen las condiciones del problema. 


. eq 1 se 
Así, pues, los uúmeros buscados son: 1, 3 y 9 ó bien FU yY 
49 
9 

BrempLO 5 Hallemos un número de tres cifras, cuyas cifras for- 
man una progresión arifmétrica y que se divide por 45, 
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SOLUCION. Sea z la cifra de las centenas, y, de las ilecenas y z, 
de las unidades del número buscado. Como Jos números 7, y, z lorman 
una progresión aritmética, y = =Hz. 

Según el planteamiento el número buscado se divile por 45, es 
decir, por 5 y por 9. O sea, el número acaba con la cifia 0 Ó la 5, 
mientras que la suma de las cifras del número buscado se dnide 
por 9. Como resultado, Jlegamos al conjunto de «los sistemas: 














2=0 2=5 
_ ae m4 
q ; 2 
+y+z2=9k y+14+1=09k, 
. y ==2y 
Del primer sistema hallamos Las 


“Tomando para y todos los valores posihles desde 1 hasta 0, mos 
cercioramos que el último sistema sólo se satisface con el par (bh: 3). 
2y=x4+5 
I4y+5=0k. 

De forma análoga, tomando para y lodos los valores posibles 
desde 1 hasta 9, nos cercioramos que dicho sistema sólo se salislace 
con los pares (1; 3) y (7; 6 

Así, pues, las condiciones del problema se salislacen con tres 
números: 630, 135, 7065. 

3 Problemas sobre el movimiento. Al resolver tales problemas 
se udoptan las siguientes suposiciones: 

1. Si no hay indicaciones especiales, el movimiento se cuusidera 
uniforme. 

2. La velocidad se considera magnitud posiliva. 

3. Los giros de los cuerpos en movimiento, las transiciones a 
nuevos regímenos de movimiento se considera que transcurren ¿us- 
tantáneamente. 

4. Si el cuerpo a la velocidad propia = se desplaza por un tío, la 
velocidad de cuya corriente es y, la velocidad del cuerpo a favor de 
la corriente se considera igual a (1 + y), mientras que contra corrien- 
te, (1— y). 

EJEMPLO 6. Á un río desemboca un afluente. Una lancha sale 
del punto 4, situado en el afluente, va por la corriente 80 km hasta 
la desembocadura del afluente al río en el punto 8 y, a continuación, 
va corriente arriba por el río hasta el punto C. El recorrido desde Á 
hasta C fue cubierto en el transcurso de 18 H, el recorrido inverso, 
en 15 lh.. Hallemos la distancia desde el punto A hasta el € si sabemos 
que la velocidad de la corriente del vív es 3 kméh y la propia veloci- 
dad de la lancha, 18 km/h. > 


Del segundo sistema hallamos 
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SOLUCION Sea x kmiíh la velocidad del afluente. Entonces, desde 
el punto A basta el punto 8 la lancha va a una velocidad (1840) km/h, 


mientras que desde el punto B hasta el punto A, a una velocidad 
(18 — 2) km/h, consumiendo en el recorrido desde A hasta 8 eE h 


> 

y en el recorrido desde 8 hasta A, eS h. 
Sea y km Ja distancia desde B hasta C. Desplazándose del punto B 
al punto € la lancha se mueve a nna velocidad de 15 km/h, en tanto 
que del punto C al puuto 1) a una velocidad de 21 km/h, cubriendo 


el camino de B a € en el transcurso de E 1, mientras que el recorrido 


inverso de Ca Z, A h. Para todo el recorrido de Aa C la lancha consume 
EJ) 4 á 

( +3 + 15) bh, lo que según el planteuwimniento del problema 

a 


E y 
constiluye 18 lh y para el recorrido inverso, (n= +2)1 lo 











que según el planteamiento de] problema constituye 15 h. 
Escribamos el sistema de ecuaciones 


80 : BN 
q ti =18 
8 





18—x 





que se resuelve sin dificultad con el método de sustitución (p.ej., 
es posible expresar y con x de la primera ecuación). Hallamos x = 2, 
y = 210. 

Como la distancia de A a C es igual a la suma de las distancias de 
A a B (80 km) y de Ba C (210 kn), Lodo el recorrido de A a C es 


igual a 290 km. 
EJenPLo 7 Del punto A al punto 2 salió un camión. Una hora 


después de la £ salió un Lurismo. Al punto B los dos automóviles 
Jlegaron al mismo liempo. Si de los puntos A y B ellos hubieran 
salido simultáneamente al encuentro, se encontrarían después de 1 h 
12 min de su partida. ¿Cuánto tiempo larda en cubrir el camión la 
distancia entre A y B? 

SOLUCIÓN Sean x kan la velocidad del camión e y km/h, la del 


Lurismo, z kin, la distancia de A a B. Entonces, el camión en hn 
cubre el recorrido entre A y B y el turismo, esa misma distancia, la 
cubre en h Del planteamiento del problema se desprende que 


¿—2=1. Los automóviles, desplazándose al encuentro, están 


5 y 


: z 
en camino hasta cucontrarse 


E h, lo que, «de acuerdo con las 
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ha det e 
condiciones del problema, constituye 1 h 12 min, o sea, 5 l- Como 


resultado, escribimos un sistema de dos ecuaciones con (res varió lides: 





== 26 (1) 
py 5” 
Aunque el número de incógnitas es mayor que el de ecuaciones, 
el problema puede ser resuelto, ya que no es preciso hallar los valo- 
> s dee E 
res de cada una de las variables x, y, z, sino la razón q (iempo de 


desplazamiento del camión). Transformemos la segunda ecuación 
del sistema a la forma: 5z = Gx + Gy y, seguidamente, escribimos: 


cd 
o, 





Haciendo u 





2 Su ; 
Z, ES reescribimos el sistema (1): 


que, al resolverlo, nos proporciona: u = 3, 4 =2, Esdecir, el camión 
cubre el recorrido de Aa Ben 3 h. 

EJEMPLO 8. El recorrido por el que se despaza un ciclista consta 
de lres sectoros, con la particularidad de que Ja longitud del primero 
es 6 veces mayor que la del tercero. ¿Cuál será la velocidad media de 
movimiento del ciclista por todo el recorrido, si sabemos que es 
igual a la velocidad en el segundo sector, 2 km¡h menor «que la velo- 
cidad en el primer sector y 10 km/h mayor que la mitad de la veloci- 
dad de desplazamiento en el Lercer sector? 

soLucIÓN. Sea a km/h la velocidad media del ciclista, y kn, la 
longitud del tercer sector, z km, Ja Jongitud del seginulo sector. 


Sy km 2 km 1 kon 


1 ¿A — |a 
UN (x +2) km/h A 


Edf 2 201 6002h 





Fig. 1 
Entonces, la velocidad del ciclista en el primer sector será (34-2) kmeh, 


en el segundo, < km/h y en el tercero, (22 — 20) hméh (ya yue, 


según el planteamiento, la velocidad v del ciclista en el tercer seclor 
está ligada con la velocidad media z mediante la fórmula x= 


=3+ 10) . En la fig. í se ofrece el esquema de movuniento del 
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ciclista. Jl tierupo de movimiento del ciclista de A a £ puede ser 
expresado introduciendo las variables con ayuda de dos procedimien- 
108: 

a) sumar el tiempo de movimiento en cada uno de los tres sec- 
tores: 





(++) 


. b) dividir todo el recorrido por la velocidad media del ciclista; 
JYtz y 
z 





imos la ecuación: 
Gy z y Ty+z 
+2 3d 22) a? a) 


Como resultado, escri 








Trausfocmamos la ecuación (2) a la forma 
6y 


A E 
rl 222) z z 





a continuación, 


a 


Sy 15 
e 

Dividiendo ambos miembros de la última ecuación por y (lo que 

no conducirá a la pérdida de soluciones, ya que se comprende que 


y 70), obtenemos 








6 1 T 
E 
«le donde hallamos 7, = 14, 2, = —20. La segunda raíz no salisface 





las condiciones del problenta. O sea, la velocidad media del ciclista 
es de 14km/h. 


OBSERVACIÓN. La ecuación (2) contiene tres variables, pero durante las 
transformaciones dos de ellas, y y z (el valor de las cuales no era necesario hallar) 
se eliminaron, Semejantes variables reciben el nombro do auztllares. 


Antes de pasar al siguiente ejemplo señalemos que, convencional- 
mente, podemos considerar como problemas sobre el movimiento 
aquellos en los que se realiza cierto trabajo (p.ej., se rectifica cierta 
cantidad de puezas, se lena un depósito, elc.). ln los problemas de 
esle tipo el valor de todo el trabajo (número de piezas, volumen del 
«depósito, etc ) desempeña el papel de distancia, mientras que el 
rewdimiento del trabajo (es decir, el valor del trabajo realizado por 
unidad de tiempo) juega el papel de velocidad. 

EJEMPLO 9. Por dos tubos de diferente diámetro llega el agua a 
un depósito, El primer día, los dos tubos, Ínncionando simultánea- 
niente, alimeutacon 14 m* de agua. El segundo día sólo estuvo conec- 
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tado el tubo pequeño. Jól alimentó 14 m? de agua funcivnando 5 h 
más que el primer día. JEl tercer día el trabajo continuó igual 1 
que el segundo, pero, inicialmente funcionaban ambos Lubos y 
mentaron 21 m* de agua y, a continuación, sólo funcionaba el Lubo 
grande que alimentó 20 m* de agua más. ¿Qué caulicial de agua 
alimenta cada Lubo durante 1 12 

SOLUCIÓN. Sea x m%/h el rendimiento del tubo grande, y a/h, 
el reudimiento del tubo pequeño, t lh, el tiempo durante el que 
funcionan ambos tubos el primer día. Entonces, el primer día los 
tubos alímentaron (y + y) £ m? de agua, lo que, según el plantea- 
mientos constituye 14 nm”. Obtenemos la primera ecuación: (++ y) l= 
== bh. 

Ln el transcurso del segundo día el tubo pegueño lrabajó 
(t +5) h y alimentó y (t + 5) m? de agua, lo que corresponde a 
14 m”. Obtenemos la segunda ecuación y (1 +5) = 14. El lecuer 
día comenzaron a trabajar los dos tubos alimentando 21 10 de agua, 


o sea, su trabajo conjunto duró h. A continuación, radio 
sólo el tubo grande que alimentó 20 nY de agua, lo que significa que 
su trabajo duró An, Como el trabajo del tercer día duró el mismo 

















tiempo que durante el segundo, obtenemos la tercera ecuación: 
21 5 P Ñ a - z 
ERES =1+4 5. Hemos legado al sistema de ecuaciones: 





(c+ y)t=14 
a 





== + 2:45. 


1 , A 14 
De la segunda ecuación del sistema hallamos: IA y Ele 


tonces, la primera ecuación del sistema se puede recseribic en la 
4 


4 2) 4 
forma: 4.4 5 y la tercera: —— ye. 8 








z+y y z yo 
Oblenemos el sistema de «los ecuaciones 
MM __; 
T+y y 
a 


Eliminando en ambas ecuaciones los denominadores, oblenenos: 


[ 5zy + 5y?= 1á4x 
| ar? —27:y—20y?=0. 
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La segunda ecuación del sistema es homogénea. Dividiendo ambos 
z 





miembros de ella, término por término, por y? y haciendo 2= 5 
obtenemos la ecuación cuadrática 1422—272—20=0, cuyas ruíces 


2 
nes del problema, es «deci 


3 : S e 
son 4=>, 2= =i. La segunda ruíz no satisface Jas condicio- 


lo que significa que =>. 
225 S 
Queda por resolver el sistema ( y 2 ,dedondex=5, 
5xy + 5y?= l4x 
y=2, 0 sca, cl rendimiento del tubo grande es 5 m%h y dol po- 
queño, 2m3/h. 

4. Problemas sobre el trabajo conjunto. Por regla, el conlonido 
de semejantes problemas se reduce a lo sigwiente. Cierto Lrabajo, 
cuyo volumen no se imdicó y no es la magnitud buscada (p.ej., la 
impresión de un manuscrito, la excavación de una fosa, el llenado 
de un depósito, etc.), es realizado por varias personas o mocanismos 
que funcionan uniformemente (es decir, con rendimiento constante 
de cada uno «de ellos). En Lales problemas el volumen de Lodo el 
trabajo, que la de ser realizado, se toma como la unidad (poc unidad 
de medida) 

Si el rendimiento del trabajo, o sea, el valor de Ja labor realizada 
por unidad de Liempo, se designa por v y el liempo necesario para 








A 1 
realizar lodo el trabajo, por £, enlouces v == 


EJEMPLO 10 Para arar toda la parcela el primer tractor constune 
2 ho menos que el tercero y 1 hh más que el segundo. Al trabajar simul- 
táneamonte los tractores primero y segundo la parcela puede ser 
arada durante 1 h 12 min. <Cuánto Liempo se consumirá para arar 
la parcela aj trabajar en conjunto los tres Lractores? 

SOLUCION Sea. li el tiempo necesario para arar la parcela con el 
primer tractor, y h, cow el segundo y z h, con el Lercero. Bl volumen 
del trabajo (en uuestro caso ésle es el área de la percela) se Loma 


igual a 4. Entonces, 2 es el rendimiento del primer traclor, 
2, del segundo DN del tercero. Según cl planteamiento del pro- 
blema z—x=2 y z—y=4. Además, se ha dicho que durante el 


trabajo conjunto de los tractores primero y segundo la parcela 
puede ser arada en el travscurso de 1 h 12 min, os decir, duraule 
6 


¿h. Pero, en este Liempo, En, el primer traclor realiza 





parte del trabajo y el segundo, ES fracción de esc trabajo. Esto 
g a 


Peces 5 6 
significa que + =1 
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Como resultado, obtenemos un sislema de tres ecuaciones con 
tres variables É 


1-1=2 
2—y=1 
6 6 
rat 


que al resolverlo, obtenemos: (3; 2; 5), (—0,4; —0, 4) La condi- 

ción del problema sólo se satisface con la primera solución. 
Ahora, demos respuesta a Ja pregunta planteada en el problema. 

Al trabajar los Lres tractores eu conjunto el rendimiento del trabajo 


constituirá HH O sea, + Es decir, el liempo necesario 





ge am 
para arar la parcela con los tres Lraclores será igual a q» 


EJEMPLO 11. Cuando las cosechadoras del sovjos *) trabajan simul- 
táncamente puedou recolectar la cosecha en el transcurso de un día. 
Pero, de acuerdo con el plan, las cosechadoras comenzaron a trabajar 
conscculivamente: durante la primera hora sólo trabajaba una cose- 
<ltadora, en la segunda, dos y en la tercera, tres, elc., y así, hasta 
que emprezaron a lrabajar todas las cosechadoras que trabajaron 
conjuntamente varias horas hasta la recolección completa de la 
cosecha. El tiempo de trabajo, previsto por el plan, podría reducirse 
en 6 h si desde el principio de la recolecta Lrabajasen continuamente 
todas las cosechadoras salvo cinco de ellas. ¿Cuántas cosechadoras 
habrá en el sovjos? 

SOLUCIÓN. Tomemos el valor de Lodo el trabajo igual a 1 e intro- 
«luzcamos Lres variablos: 2, el número de cosechadoras en el sos jos, 
x, el rendimiento del Lrabajo de una cosechadora por 1h. 1h, el 
tiempo de trabajo conjunto de las cosechadoras según el plan. De 
acuerdo con el planteamiento, e cosechadoras, con rendimiento 7 
cada una do ellas, pueden realizar la recolecta en el Lransenrso dde 
24 horas, es decir, 24n1x = 1. 

Según el plan, durante la primera hora trabajaba una cosechadora. 
Ll volumen de trabajo realizado en esta hora es igual az. En Ja segun- 
«a lora Lrabajaban dos cosechadoras y en el trauscurso de ella rea- 
lizaron un volumen de trabajo igual a 27. En la tercera hora, Lres 
cosechadoras efectuaron un volumen de trabajo igual a 3u, ete. 
En (2 —1) hora (n — 1) cosechadora hicieron un trabajo igual a 
(1 — 1) z. Después de esto, en el transcurso de £ hi, Lrabajaron todas 
las n cosechadoras y el volumen de trabajo realizado por cllas es 
igual a ntx. Como resultado, el trabajo planificado de las vosochado- 























* Sovjoz, abreviatura de granja agrícola estatal (N. del 7.) 
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ras so describe con la siguiente ecuación: 
+li+.. + (Mia +nto= 1. (3) 
llemos de señalar que + 24... + (u—1)x es la suma de 
(n — 1) lérninos de la progresión arilmélica (a,) en la que a, =x, 
d=w. Esto quiere decir que 
A 1) == Hz (n—1) O E 


y 
y la ecuación (3) toma la forma (+1) =t, 


Pur fin, del planteamiento sigue que si desde el comienzo hubie- 
ran trabajado (1 — 5) cosechadoras, la labor hubiera durado no 
(1 — 1 4 £) l1, como estaba previsto en el plan, sino 6 h menos, es 
decir, ((1— 1) + (— 6) li y, entonces, (4 + 1—7) (1 —5) x= 1. 

Como resultado obtenemos un sistema de tres ecuaciones respoclo 
de tres variables n, x, £: 


2ánz=1 
ne (441) =1 
(n+1—7) (ne—52)=1. 


1 


De la primera ecuación hallamos NI= pe Poniendo esta oxpre- 





sión en la segunda y tercera ccuaciones del sistema, obtenemos: 


1 1 
n=>z 


A contimuación, el sistema se resulve sin dificultad según el 
niélodo de sustitución. De Ja primera ccuación hallamos => 
O» 





de la segunda, t= . Poniendo estas expresiones en la Lercera 


ecuación, oblenemos: 





(04-35) (15) _ 
a 


de «donde hallamos 1 = 25 (Ja segunda solución no sulisface el plan- 
leamiento). Es decir, en el sovjos había 25 cosechadoras. 

5. Problemas svbre aleaciones y mezclas. En los problemas de 
este Lipo se lrata de la ercación de mezclas, aleaciones, disoluciones, 
etc. La resolución de semejantes problemas está relacionada con los 
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conceptos de «concentración», «porcentaje», «muestras, «humedado, 
etc., y se basa en las siguientes suposiciones: 

1. Todas las mezclas oblenidas (aleaciones, disoluciones) son 
homogéneas. 

2. No se hace diferencia entre el litro como unidad de capacidad 
y el litro como unidad de masa. 

Si una mezcla (aleación, disolución) de masa m consta de las 
sústancias A, B, C (que tienen masas my, Ma, 17, respectinamente), 


de mi (mm . 
la magnitud e (= ; > ” respectivamente) se denomina concen- 


tración de la sustancia A (B, C, respectivamente) cn la mezcla. 
La magnitud = 100% (E 100%, a 100%, respectivamente) recibe 
el nombre de porcentaje de la sustancia A (B, C, respectivamente) 


en la mezcla. Está claro, que 4 =- 1, es decir, de la 


concentración de dos sustancias depende la concentración de la 
Lercera. 

EJEMPLO 12. Tenemos un trozo de una aleación de cole y estaño 
de una masa de 12 kg que contiene el 45% de cobre. ¿Qué cantidad 
de estaño puro hay que añadir a esta aleación para que la nneva 
contenga el 40% de cobre? 

SOLUCION. Sea que la masa de estaño que hay que añadir a la 
aleación es igual a x kg. Entonces, se obtendrá una aleación de musa 
(12 + z) kg con un contenido del 40% de cobre. O sea, en la nueva 





aleación hay 240 kg de cobre. La aleación inicial de 12 hy 
de masa contenía el 45% de cubre, es decir, en ella había 5 45 kg. 


Cono la masa de cobre, tanto en la aleación inicial como en la nueva 
es la misma, podemos escribir la siguiente ecuación: 


2440 12 


100 — 100 


Después de resolverla, oblenemos x = 1,5. Así, pues, a la alcación 
inicial hay que añadir 1,5 kg de estaño. 

EJEMPLO 13. Tenemos acero de dos clases con contenido de níquel 
del 5% y 40%. ¿Qué cantidad de acero de una y otra marca hay de 
tomar para después de la refundición producir 140 t de acero 
con contenido de níquel del 30%? 

SOLUCIÓN. Sea la masa del acero de la primera marca ignal xt, 
entonces hay que tomar (140 — 2) t de acero de la segunda mueca. 
El contenido de níquel en el acero de la primera marca constituye 
el 5%, por lo tanto en x t de acero de dícha marca habrá 2-0,05 1 
de níquel. El contenido de este metal en el acero de la segunda marca 
es el 40%, por lo que en (140 — x) t de acero de la segunda marca el 
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<ontenido de níquel constituye (140 — 1) 0,4 t. Según el plaulea- 
miento, después de unir las dos marcas de acero tomadas ha de 
obtenerse 140 £ de acero con un conlenido de níquel igual al 30%, 
es decir, al acabar la relundición en el acero producido deben haber 
140-0,3 t de níquel. Pero esla canlidad de níquel se forma de 
x:0,05 t, contenidas en el acero de la primera marca y de (140 —2) x 
Xx0,4 t, en el de la segunda. Así, pues, escribamos la ecuación 


2:0,05 + (140 — 2) 0,4 = 140-0,3, 


de donde hallamos  = 40. Por lo tanto, hay de tomar 40 L de acero 
con contenido del 5% de níquel y 100 1, de acero con el 40% de níquel. 
EJEMPLO 14 De un recipiente de 54 | de capacidad, lleno de ácido, 
se han vertido varios litros y se agrega agua y, a continuación, de 
nuevo, se vierte la misma cantidad de litros de la mezcla. Entonces, 
en la mezcla restante quedan 24 1 de ácido puro. ¿Qué cantidad de 
ácido fue vertida la primera vez? 
ÑN Sea que la primera vez se virtió x 1 de ácido. Entonces 
en el recipiente quedaron (54 — a) 1 de ácido. Al añadir agua al 
recipiente obtuvimos 54 1 de la mezcla, en la que se diluyeron (54 — 2) 1 


ale ácido. Esto significa que 1 1 de la mezcla contiene += de 


ácido (concentración de la mezcla). En el segundo caso, 


«el recipiente se verlierou x 1 de la mezcla y esta cantidad contenía 
S4— iaa 4 a s 
a l de ácido. Así, pues, la primera vez se vertieron z 1 de 








ácido, Ja segunda, 
E 





2.x. Durante las dos veces fueron vertidos 


54 
54—20=30 1 de ácido. Como resultado, elaboramos la ecuación 


o 30, 


54 





Después de resolverla obtenemos dos raíces x, =90, x, = 18. 
Claro está que el valor x, = 90 no salistace el problema. Por lo tanto, 
la primera vez fuecon vertidos 18 1 de ácido. 

EJEMPLO 15 Un receptáculo de 8 1 de capacidad está relleno de 
una mezcla de oxígeno y nitrógeno, con la particularidad de que el 
oxígeno ocupa el 16% de la capacidad del receptáculo. De él se 
evacua cierta cantidad de la mezcla, se rellena el receptáculo de 
nitórgeno y, de nuevo, se evacua una misma cantidad de la mezcla, 
después de lo cual al receptáculo se añade nitrógeno. Como resultado 
en el recipiente el contenido de oxígeno es igual al 9%. ¿Cuántos 
litros de la mezcla se evacuó del receptáculo cada vez? 

sonticion Supongamos que cada vez se evacuaban x 1 de la mezcla 
y se alimentaban z 1 de nitrógeno. Después de la primera evacuación 
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en el receptáculo quedaban (8 — 2)-0,16] de oxígeno que se lsbuy ron 

en 8 1 de la mezcla (luego de añadir por primera vez nibrógeno). 

B—00,16 
8 


En esta etapa, la concenlración de oxígeno es igual a ; 
cs decir, (8—x) 0,02. Al haber evacuado por segunda vez zx 1 de 
la mezcla, en el receptáculo quedaron (8—x) 1 de la mezcla con 
una concentración de oxígeno igual a (8—2) 0,02, es decir, quedaban 
(8—.x) (8—x) 0,02 1 de oxígeno, que so diluyeron en 81 de Ja 
mezcla (después de alimentar nitrógeno por segunda vez). En esta 


A q 3 —1 10M: 
etapa, la conceutración de oxígeno es igual a Pon y ol 


8 
porcentaje, er 0,02-100%. Así, pues, obtenemos la ecuación 





(8— 2 
E 100=9, 





de donde hallamos x, = 2, 1, = 14. Como vemos, es impusible eva- 
cuar 14 1 de un receptáculo en el que había 8 1. 

De forma que cada vez se evacuaban del recepticulo 2 1 de la 
mezcla. 

EJEMPLO t6. Tenemos dos aleaciones de masa a kg y b kg con 
diferente porcentaje de cobre. De cada ma de las aleaciones se cortó 





Fig. 2 


un trozo de igual masa, los cambiaron de lugar y fundieron junto con 
los restantes Lrozos de las aleaciones iniciales. En las nuevas alea- 
ciones el porcentaje de cobre se hizo igual. ¿Cuál es la masa de cada 
uno de los Lrozos cortados? 

SOLUCIÓN. Sea zx kg la masa de cada 1no de los trozos corlanos, 
y %, ol porcentaje de cobre en la primera aleación, z %, el porcen- 
taje de cobre en la segunda. 

Después de cambiar de lugar las partes de masa x lg eu la primera 


aloación obtenida (fig. 2) la cantidad de cobre será FT-y4 ¡"2 


70204 
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y el porcentaje de cobre será igual a 100%, es decir, 


(am y+ ez 


n 
En la segunda aleación obtenida (fig. 3) habrá una cantidad 

b A , z 

de cobre A mientras que el porcentaje de cobre será 


b—z 


A 
do EA es q 
LP 100%, es decir, igual a 





(D—2)2-+ xy 
5 





. De acuerdo con 


el planteamiento, en las aleaciones obtenidas el porcentaje de cobro 
os el mismo. Así, pues, llegamos a la ecuación 


(ax yz (00) 1424 
b a b A 


Sucesivamente tenemos: 
aby — bay + bar 
(aby — abz) — (bay — bxz) — (aay — axz) =0, 
ab (y — 2) — le (y — 2) — ax (y—2) =0 
(y — 2) (ab — az — bx) = 0. 


= abz — axz + ay, 








Segúu el planteamiento y e z, de forma que ab — az — br =0, 


de donde hallamos x e Las variables y, z se eliminaron 


40" 
durante la resolución de la ecuación oblenida (auxiliares). 
Así, pues, la masa de cada uno de los brozos corlados es igual 
ab 


a. kg. 





EJERCICIOS 


480. La suma de los cuadrados de las cifras de un número de dos cifras es igual 
a 10, Si del núruero buscado sustraemos 18, obtenemos un número escrito 
con esas mismas cifras, pero en orden inverso. Hallen el número buscado. 

481. ¿Qué número de dos cifras esá veces mayor que la suma de sus cifras y 3 vo- 
ces mayor que el producto de ellas? 

482. lallen' dos números enteros, cuya suma es ígual a 1244. Si al primer 
mimero se inscribe a la derecha la cifra 3 y del segundo se elimina la 
última cifra 2, los números obtenidos serán iguales. 

483. Un númoro de tros cifras lermina con la cifra 3. Si ésta se Lraspasa al co- 
mienzo del número, el nuevo será mayor en 1 que el número inicial triplicado. 
Midlen el numere inicial. 

484. Un número de seis cifras comienza por la cifra 2. Si traspasamos ésta del 
primer puesto al ílllimo, conservando el orden de las demás, vi número 
obtenido será tres veces mayor que el inicial. lallen éste. 

485. La suo de lodos los números pares fuo dividida sin resto por uno do 
ellos. Mullen el divisor si sabemos que la suma do sus cifras es igual a Y y que 
el caciente se diferencia del divisor sólo por el arden de las cifras. 











486. 


487. 


488. 


489. 


400. 


491. 


492. 


493. 


494. 


495. 


406. 


497. 
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Si dividimos un número de dos cifras por la suma de éstas, en el cociente 
obtendremos 7 y en el resto 6. Si ese mismo número de dos cifras so divido 
por el produclo de sus cifras, en el cociente obtendirmos 3 y vn el cost 
un número igual a la suma del número inicial. Hallen el número inicial ale 
dos cifras. 

La suma de dos números de tres cifras, escritos con cifras Iguales, pero en 
orden inverso, es igual a 1252. Hallen dichos números st 
cifras es igual a 14 y la suma de los cuadrados de ellas es 
Un turista que sube a una montaña alcanzó en el transcurso de la primera 
hora ja altura de 800 m, mientras que durante cada siguiente hora subió 
a una altura de 25 m menor que en la anterior, ¿Cuántas horas pasarán 
hasta alcanzar la altura de 5700 m? 

Al dividir el noveno término «le una progresión aritmética por su segnarlo 
término, en el cociente se obticne 5, mientras que al dividir el término 
décimotercoro de la progresión por su sexto término en el cociente Lendre- 
mos 2 y en el resto 5, Hallen la suma de 20 miembros do la progre- 
sión. 

La suma do naa progresión geométrica infinitam 
a4, en lento que Ja suma «do los cubos do sms Lú 
el primer término y la razón de la progresión. 

tlallon cuatro números de los quo los primeros tros forman una progre 
aritmótica y los tros últimos, una geomótrica; Ja suma de los imúunurvs 
extremos es igual a 60 y la de Jos medios, 60. 
La suma de los tres primeros lérminos de una progresión geométrica es 
aa u 91. Si a estos Lérminos adicionamos 25, 27 y 1, respectivamente, 
obtenemos Lres números quo forman una progresión aritmética. Hallo 
séptimo término de la progresión geomútrica. 
lHallen un númoro de tros cifras, en el cual las cifras forman uua progre- 
sión geométrica. Si de este número sustraemos 792, oblenemos un núme 
escrito con esas mismas cifras, pero en orden contrario. Si de la ci 
quo expresa el número de centenas, sustracimos 4 y si dejunos AT 
tes cilras del número buscado sin variar, hallamos un número, cuyas cilras 
componen una progresión aritmética. 

tiallon un número de cuatro cifras, en el que las tres primoras forman una 
progresión aritmólica creciente, sí sabemos que él se divide por 225. 
Tres hermanos, cuyas edades forman una progresión geométrica, dividen 
entre sí cierta suma de dinero de modo proporcional a la edad. Si esa iis- 
iva suma do dinero la dividieran proporcionalmento a su edad Lres años má 
adelante, el menor de los hermanos recibiría 105 rublos más, el median 
15 rublos más que ahora. ¿Cuál es la edad do Jos heraranos si sabemos que la 
diferencia de años entre el mayor y el menor de ellos es igual a 15 años? 
Hallen ol número de términos de una progresión artimética, en la que la 
razón entre la suma de los 13 primeros términos y la de los 13 últimos es 


igual a $, en tanto que la razón entro la suma de todos los términos sin 








a dle sus 











ento decreriente es igual 
ninos, igual 1 102. Hallen 

















































los tres primeros y la de todos los términos sin los 3 últimos es igual a £, 

La suma de una progresión geomélrica infinilamente «lecrecinte es igual 
16 sa s AR l 2 

a > La progresión contieno uu lérinino igual a E La razón entre la suma 


de todos los términos de la progresión, que preceden al que esigual a ES 
y la suma do los términos que le siguen, es igual a 30. Determinon el núme: 
del término igual a 





ro 


+ 


100 
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Una aleación pesa 2 kg y consta de plata y cubre, con la particularidad de 
que la asa de la plata constituyo el 147% de la masa del cobro. ¿Qué 
cantidad de plata hay en la aleación? 

Se ha comprado 1 m de tejidos de dos calida:es por una suma de 15 rublos 
20 Jopeka. St el precio del tejido de la primera calidad fuera más alto 
y de la segunda, uás bajo en un mismo por ciento, 1 m del tejido de la 
primera calidad costaría 15 rublos y de la segunda, 2 rublos 40 kopeks. 
¿Cuánto cuesta 4 m del tojida de primera calidad? 

Un número dígito fue aumentado en 40. Si el número obtenido se aumentara 
al mismo por ciento que la primera vez, oblendríamos 72. Ilailen cl número 
digilo inicial. 
De acuerdo con el plan, dos fábricas deberían producir 360 máquinas- 
herramientos al mes. La primera de ellas cumplió el plan en el 142%, la 
segunda en el 140% y en conjunto, las dos fábricas produjeron 400 máqui- 
nas-herramientas. ¿Cuántas máquinas produjo cada fábrica por sepurado 
superando el plas? 

Pava producic pan de trigo (blauco) se han lomado tantus kilogramos «lo 
harina, como el por ciento que constituye el aumento de peso do dicha 
harina. Para producir pan de centeno (moreno) se han tomado 10 kg d 
harina más y, precisamente, lantos kilogramos como el por ciento que 
tituye el aumento de peso de la harina de centeno. ¿Que cantidad de ñ 
de uno y olro género se ha tomado si cu Lolal se fan producido 112,5 kg 
de pan? 














- ¿Si disminuyera ol día laboral de 8 a 7 horas en qué por ciento hay que 


aumentar el rendimiento del trabajo para que con las mismas tarifas el 
sueldo aumento el 5%? 
A principios de año en la cartilla de ahorros fueron puestos 1600 rublos 
a finales de él, sacados 848 rublos. A finalos dol segundo año en la cartilla 
Babia 824 rublos. ¿Qué interés pone en cuenta al año la caja de ahorros? 
A finos de año on Ja cartilla de ahorros del depositanle la caja de ahorros 
puso en cuenta el interés, lo que conslituyó 6 rublos, El depositante 
añadió 44 rublos y dejó su dinero en la caja para un año más, Al acabar ol 
año, de nuevo pusierou en cuenta los intereses, y, ahora, el depósito, junto 
con los intereses, constituía 257 rublos 50 kopeks. ¿Qué suma fue deposi- 
tada en la cuenta de ahorros inicialmente? 
El precio del artículo fue rebajado el 20%, a continuación, el nuovo precio 
lo rebajaron el 15%; por fin, después del recálculo se efectuó la rebaja al 
10% más ¿A qué por ciento total fue rebajado el precio inicial? 
La cantidad de estudiantes en un centro de enseñanza, aumentando el mis- 
mo por ciento anualmenlo, creció en tres años de 5000 a 6055 personas. 
¿En qué Llanto por ciento aumentó anualmente el número de estudiantes? 
l volumen de la sustancia Á constituye la mitad de la suma de los volú- 
menes de las suslancias Y y C, en tanto que el volumen de la sustancia B, 
el 20% de la suina de los volúmenes de las sustancias A y C. Biallen la 
razón entre el volumen de la sustancia € y la suma de Jos volúmenes de las 
sustancias A y De 
Como resultado de la reconstrucción de un taller el número do obreros que 
quedaron libres puede encuntrarso en Jos límites del 1,7 al 2,3%. Hallen el 
número minimo de obreros que puede oslar ocupado en el taller antes 
de la reconstrucción. 
El por ciento de estudiantes del curso que han dado todos los exámenes 
preliminares se halla en los límites del 96,8 al 97,2%. Hallen el número 
mínimo de estudiantes que puede haber en dicho curso. 
Un turista tiene que cubrir la distancia desde el pueblo hasta la estación 
de ferrocarril. Después de pusar 3 km él comprendió quo Jlegaba tarde al 
tren y empezó a andar a una velocidad de 4 km/h. El turista Hegó a la 
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estación 45 min antes de la partida del Lren. Si él hubiera ido a la velocidad 
inicial se habría demorado 40 min. Determinen la distancia desde el pueblo 
hasta la estación. 

Un pasajero que viaja en un Lren a una velocidad de 40 k/h observó por la 
ventana quo en sentido opuesto, en el trauscurso de 3 s, pasó un tren de 
75 m de longitud. ¿Cuál era la velocidad del tren que 1ba en dirección 
contraria? 

Un ciclista debería cubrir 48 km a velocidad media determinada. Pero, 
por ciertas causas, la primera milad del recorrido se desplazó 4 una veloci 
dad el 20% menor, mientras que la segunda, a 2 ken mayor que la necesaria, 
Para cubrir todo el recorrido el ciclista gastó 5 h. Ilallen Ja velocidad que 
al principio se preveía. 

Tres cuerpos se mueven por una recta del punto 4 al B. El segundo cuerpo 
comenzó a desplazarse 5 s y el tercero, 8 s después que el primero. La 
velocidad del primer cuerpo es 6 cm/s menor que E slel segundo. Ln veloci- 
dad del tercero es igual a 30 em/s. Hallea la distancia 48 y la velocidad del 
primer cuerpo si sabemos que los tres cuerpos llegan al punto A en el mismo 
momento. 





+ Al principio el avión volaba a la yelncidad de 220 km/h. Cuuudo Je queda 


ban por volar 385 km menos que los ya cubiertos, la velocularl amaentó 
hasta 330 km/h. En el transcurso de todo el recorrido la veloculad metia 
dol avión era igual a 250 km/h. ¿Qué distancia voló el avión? 

mento, dos trenes, 
La volocidad del primer tren es 10 km/h mayor que la del segundo, Los 
trenes se encontraron a 28 km de la mitad del recorrido AB. Si el primer 
tren hubiera partido de A 45 min más tarde quo el segundo. los trenes sr 
encontrarían en la mitad del recorrido AB. Hallen la distancia 48 y las 
velocidades de ambos trenos. 

Dos escolares salieron al mismo tiempo de casa a igual velocidad. Uno do 
ellos, 3 min después so acordó de quo había dejado en casa un libro que 
necesitaba y retomó a casa a mua velocidad de 60 1/min muyor que la 
inicial. Después de coger el libro comenzó do nuevo su camino a la misma 
velocidad y alcanzó a su compañero, que iba u velocidad constante, ya 
Moore a la puerta de la escuela, Halien las velocidades de los escolares sí 
la distancia entre la escuela y la casa es 280 m. 

Dos transeúntes que se hallan en los puntos 4 y B, entro los que hy una 
distancia de 27 km cn línca recta, salen de ellos simltáneamento, desplazón- 
dose por la recta AB. Ellos se encuentran después de 3 li si van al encuentro 
y uno alcanza al otro 9 h después, si so mueven en una misma dirección 
Hlallon la velocidad de cada uno de los transcúntes. 

Por los dos lados de un ángulo recto, se mueven «os cuerpos en dirección 
de su vértice. En el momento inicial el cuerpo A estaba distanciado del 
vértice del ángulo recto a 60 m, el cuerpo B, a 80m. Pasados 3 s la distan- 
cia entre A y B se hizo igual a 70 m y después de 2s más, 50 m. Hallen la 
velocidad de cada uno de los cuerpos. 


Por el río, la distancia entro dos ciudades es igual a 80 km. Una lancha 
pasa esta distancia dos veces (hacia arriba y abajo) en el transcurso de 8 h 
20 min. Determinen la velocidad de la lancha en agua estancada si la 
velocidad de la corriente del río es igual a 4 km/h. 

Una lancha se desplazó por un río aguas arriba 8 kim, dío la vuelta y so 
desplazó aguas abajo 36 km. Todo el viaje duró 2 h. Después, la lancha 
cubrió 6 km contra corriento y a fayor do ella, 33 ln, gastando en el segun- 
do viaje 1 h 45 mia. Hallen la velocidad de la lancha en agua estancada 
En un lago desembocan dos ríos. Una lancha parte del muelle 4, situado 
en el primer río, se desplaza 24 km; liacia abajo, hasta el lago después boga 
2 km por el lago, y, a continuación, 32 km por el segunilo rio hasta el 
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muelle 3, cubriendo la distancia desde A hasta B en 8 h. Si la lancha hubio- 
ra navegado por el lago 18 km más, todo el recorrido de 4 a B consumiría 
40 l. Halten la volocilad de la corriente do cada río si sabemos que la 
velocidad del priuer rio es 2 km/h mayor que la del segundo. 


. Dos peatones salieron, simultáneamente, al encuentro do los puntos A y B. 





Cuaudo el primero pasó la mitad del camino, al segundo, hasta el final 
del recarcido, le quedaban 24 km. Cuando el segundo cubrió la mitad del 
vecortido, al prirecro le quedaban 15 km más hasta el final. ¿Cuántos Iciló- 
metros ha de recorrer el segundo pealón hasta A después de que el primero 
cubre el camino desde A hasta 2? 

De los puntos 4 y B salen al encuentro dos trenes, con la particularidad 
de que el segundo parti Ó media hora después que cl primero. Al pasar 2 kh 





después dela partida del primer tren, la distancia entro ellos constituía £2 do 


la distancia entre Á y 8. Los trenes se encontraron en la mitad del camino 


desdo A hasta B. ¿Cuánto tiempo necesitará cada tren para cubrir todo 
el recorrido AB? 








¡gnal a 60 kin. Dos trenes parten 
simultáneamente: uno de A a B y olro, de B a A. Pasados 20 km el tren que 
vado A al se detiene media hora y, a conlinuación, desplazándose 4 min, 
se eucuentra con el tren que viene de 8. Los dos brenes llegan al mismo 
Gierupo al punto de destino. lHallen las velocidades de los Lrenes. 

Dos ciclistas salieron al mismo tienpo de los puntos A y Bal encuentro 
uno de otro. El exclista que se desplazaba del punto A llegó a B pasadas 4 h, 
en tanto gue el que ¡ba del punto 3, legó a 4 9 h después del encuentro 
con el otro ¿Cuántas horas estuvieron cuda uno de los ciclistas en el ca- 
mino 

Del punto A, corriente arriba, partió vua motora y del punto B, situado 
más arriba que el puato A por la corriente, salió, simultáneamente, una 
balsa. Pasadas a h ollas se encontraron y, más adelante, se desplazaron sín 
anaeS Al ltegar a B, la molora, detenerse, dio la vuella y alcanzó 
a balsa en el punto 4. ¿Cuánto tiempo navegaron lu balsa y la motora 
hasta encontrarse en el punto A, si sabemos que la velocidad propia de 
la motora es constante? 

La distancia entre dos ciudades es cubierta por un tren rápido 4 h antes 
que un tren de mercancías y 4 li anles que uno ordinario. Sabemos que la 


velocidad del de mercancías constituye 3 do la dol ordinario y es 50 kin/h 


menor que la del rápido. Halten las velocidades de los trenes de mercancías 
y del rápido. 

De dos puntos, entre los que hay una distancia igual a 2400 kun, salieron, 
simultáneamente, al encuentro un tren ordinario y un rápido. Cada uno 
de ellos se desplaza a velocidad constante y, en cierto momento de tiempo, 
elles se encuentrau. Si ambos se movieran a la velocidad del rápido, su 
encuentro hubiesa acontecido 3 h antes que el inomento real del encuentro. 
Si ambos trenes marcharan a la velocidad del ordinario su encuentro se 
hubiera producido 5 h después del momento real del encuentro. Hailen las 
velocidaios de los trenes. 

Vor una cireunferencia de 360 m de largura, se mueven dos puntos, con 
la partientaridad de que el primero recorre la circunferencia 4 s más rápido. 
Mallen la velocidad de cada punto si sabemos que el primer punto pasa por 
4 5 4 m más que el segundo. 























- Dos puntos, en movimiento por una circunferencia en una misma dirocción, 


se encuentran después de cada 20 s y estando en movimiento en direcciones 
opuestas, cada 4 s. lallen la velocidad de cada punto, si se sabe quo la 
longitud de la circunferencia es igual a 100 m. 


. Dos puntos que se mueven por una circunferencia en la misma dirección, 
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se encuentran cada 56 min y estando en movimiento en direccienos opues- 
tas, cada 8 min. [lalica la velocidad de cada punto y la lnugitud de la 
circunferencia, si sabemos que durante 1 sel primer punto cubre una 
distancia 5 m mayor que el segundo. 

Dos puntos en movimiento por una circunferencia en una misma dirección, 
se encuentran cada 12 min, con la particularidad de que el primero da la 
vuelta a la circunferencia 10 s más rápido qee el segundo. ¿Que parte de 
la circunferencia cubre en 1 s cala uno de los puntos? 

Una motonave partió del punto Á al B y, después de 7,5 h, tras ella del 
punto A salió una lancha motora. En la mitad del recorrido de A a 8 la 
motora alcanzó a la molonave. Cuando la primera llegó a B, a la segunda 


lo quedaban vavegar 5 de todo el recorrido. ¿Cuánto tiempo es necesario 


pan que la motonavo pase la distancia de A a B? 6 > 
el punto 4 al B salió un tren ordinario, Tras él, 3 l después, partió de A 
un rápido. Éste alcanzó al ordinario en la mitad del recorrido do A a B. 


En ol momento de la llegada del répido a B el ordinario cubrió la de todo 


el recorrido ¿Cuánlo tiempo necesitará el tren ordinario para cubrir la 
distancia de Aa B? 

Del punto 4 al B salió un peatón. Después de 3/4 h, tras cl partió un 
ciclista. Cuando ésle llegó a B al peatón le quedaban por pnsar 3/8 de todo 
el camino. ¿Cuánto tiempo necesitó el peatón para cubrir todo el recorrido, 
si sabemos quo el ciclista alcanzó al poatón en la mitad de la distancia 
de A a B? 

Del punto A al 2, entro los que la distancia es igual a 70 km, salió un 
ciclista, y, cierto tiempo después, un motociclista, cuya velocidad era 
50 km/h, Esta alcanzó al ciclista a 20 km del punto A. Tras haber MHegado 
a B, 48 min después, el motociclista salió en dirección contraria hacia A 


y so encontró con el cielista pasadas 2 h 40 min luego de salir éste de A. 
Mallen la velocidad del ciclista. 





. Del desembarcadero A, corriente del río abajo, salieron, simultáneamento, 


una lancha y una balsa. La primera, después de legar al muelle %, situado 
a 324 kin de A, pusadas 18 )1 dle escala en él, partió de nuevo on dirección 
de A. En el momento cuando se encontraba a 180 kin del muelle A, la 
eopuada lancha que salió de A 40 luras más tarde de la primera, alcanzó 
a la balsa que, hasta entonces, había cubierto una distancia de 144 km. 
Tíallen las velocidades de ambas lanchas, si se sabe que sou iguales y so 
conoce la velocidad de la corriente del rio. 

£n el río desemboca un afluente. Una lancha parte del muelle A, situado 
en el afluente, va corriente abajo 60 km hasta el río, a continuación río 
abajo 65 km hasta el desembarcadero B. Mas adelante, por ese mismo 
itinerario, la lancha retorna, necesilando para el recorrido inverso 10 l. 
Hallen la velocidad propia de la lancba si sabemos que para el recorrido 
por el río desde A, la lancha LE 3 h 45 min y la velocidad de la corriento 
del río es 1 km/h menor que la de la corriento del afluente 

Dos nadadores partieron, uno tras olro, en una piscina de 50 metros para 
la distancia de 100 m. El segundo nadador, cuya velocidad es igual a 
a 1,5 m/s, alcanzó al primero en la marca 24 m, después, al llegar a la pared 
opuesta de la piscina, dio la vuelta y se encontró con el primer nadador 


después de 3 $ de darla. lallen el intervalo de tiempo entro los momentos 


de partida de los nadadores. 
Del punto 4, ea una misma dirección, salieron «los esquiadores, con la 
particularidad de que el segundo partió 6 min despuús que el primero y que 
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alcanzó a éste a 2 kn de la línca de salita. Al Megar a la marca de 5 km 
el segundo esquiador dio la vuelta y se encontró con el primero a 4 kin de 
la línea de da. Halicn la velocidad del segundo esquiador. 

Dos ciclistas partieron, uno tras otro, con un intervalo do 2 min. El segundo 
alcanzó al primero a Ja distancia de 1 kn de la línea de salida. Si después 
de recorrer 5 km desde la línea do salida, él hubiera ludo la vuelta hacia 
alrás, so encontraría con el primer ciclista 20 min después de la partida 
de ésle, Jlallen la velocidad del segundo ciclista. 

De 4 a 8, simultáneamente, salen un ciclista y un peatón. La velocidad 
del ciclista es dos veces mayor que la del peatón. Al mismo liempo, a su 
encuentro, de 3 a A snlo el segundo peatón, El tiempo entre los encuentros 








de éste con el ciclista y el primer peatón constituye E de la fracción del 
tiempo necesario para su recorrido de B a dl. ¿Cuál de los pealones y cuántas 
veces iba más 1úpido, si hasta encontrarse los dos cubrieron más de do 


toda la distancia de A a B. 

Del punto A al 8 salió una motonave. A las 8 h ella alcanzó a una lancha, 
quo iba pur ese mismo vecorrido, cuya velucidad ora igual a 3 km/h. Al 
relornar da A a B, en el que tuvo una parada de 10 mín, la motonavo se 
eucontró con esa misma lancha a las 8 h 20 min. Al punto A la motonave 
Mega cuando la lancha alcanza el punto 8. Detorminen el Liempo do llegada 
do la lancha al punto B, si sabemos que a das 8 h 10 min ella se encontraba 
a 4,5 km del punto A. 

Si un pasajero sale en tren del punto A, al punto B Megará después de 20 h. 
Si él vuela en avión, que debe esperar más de «os horas, llegará a B pasadas 
40 h luego de partir el tren, ¿Cuántas veces es mayor la velocidad del avión 


quo la dol trea, si sabemos que tras 2 h de comenzar el vuelo el avión so 


encontrará a la misma distancia del punto A que el tren? 

Del punto A al B salon, simultáncamente, un peatón y un ciclista, Llega- 
doa 8 ol ciclista da la vuelta y, bras 4 h de haber comenzado el movimiento, 
se ecuentea con ol peatón. Después del encuentro el pealón continúa su 
camino hacia E y el ciclista da la vuelta y lambién se dirige a 8. Habiendo 
alcanzado B, ol ciclista do nuevo retorna y, una vez más, se encuentra con 
el peatón pasados 40 min del primer encuentro. Determinen cuánlo tiempo 
necesitará el peatón para cubrir la distancia de A a B. 

Del punto A salieron ties ciclistas, El primero partió 4 h antes que los 
otros dos que comenzaron el movimiento simultáneamente. Pasailo cierto 
ono el tercer ciclista alcanzó al primero, mientras que el segundo igualó 
al primero 2 h ilespués que el tercero. Determinen la razón entre las velo- 
cidades de los ciclistas primero y tercero, si la razón entre las velocidades 
de los ciclistas segundo y tercero es igual a 2: 3. 

La distancia entre los puntos A y B es igual a 105 km. De A a 3 soli 
antobús a una velocidad de v km/h. Después de 30 min, tras él, salió un 
automóvil, cuya velocidad era igual a 40 km/h. Tras de haber alcanzado al 
autobús, el automóvil da la vuelta y, a la misma velocidad, retorna hacia A. 
¿Con qué valores de la velocidad v el autobús llegará a B antes que el 
automovil llegue a A? 

Simnltáncamente, de los puntos A y B salen dos correos al encuentro mo 
de otwo. Pasado cierto tiempo ellos se encuentran. Si el primer correo 
hubiese salido 1 h antes y el segundo, 0,5 h más tarde, ellos se habrían 
enconlrado in antes. Si el primero saliera 0,5 h después y el segundo, 
1 h antes, el lugar del encuentro se trasladaría a 5604 m ¿Cuál es la veln- 
cidad de cada correo? h 

Entre los puntus A y Y se encuentra el C, con la particularidad de que AC = 
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=17 km, BC=3 km. De A a B partió un automóvil que, al recorrer 
menos de dos kilómetros, se paró. Cierto Liempo después él siguió su camino 
hacia B y, en este momento de tiempo, de € a B partieron un pealón y un 
ciclista, cada uno de los que al alcanzar B, dde inmediato, comenzaron el 
camino inverso. ¿Con cuál de ellos so igualará antes el aulomósvil, si sabe- 
mos que la velocidad de éste es 4 veces mayor que la del caclista y 8 veces 
mayor que la del poatón? 

Del punto A al punto B salió un peatón, Simultáneamente, de B a 
encuentro, partió ua motociclista. Al encontrarse con el peutón, el moto» 
ciclista lo montó en su moto, lo llevó a B, allí lo dejó y, de nuevo, partió 
hacia A. Como consecuencia, el peatón alcanzó B 4 vecos más rápido de lo 
que planeó. ¿Cuántas veces más rápido hubicra llegado el motoviclista 
al punto A, sí mo hubiera tenido que relornar? 

Del punto A al B se ha traído una mercancía. De A la llevaron primero en 
nagaltofuceón y va continuación: coque camión. Da. distance del Desarilal 
trasbordo hasta el punto B es 3 veces menor que desde el punto de trashordo 
al punto A. Para eras Ja mercancia de Á a B ha sido necesaria una canti- 
dad de tiempo igual al tiempo requerido para ir de A a Ba nmna velocidad 
de 64 km/h. ¿A qué velocidad marchaba cl camión, si sabemos que la 
velocidad del autofurgón era no más de 75 knv/h, así como que si éste v el 
camión hubiesen salido de los puntos A y 8 al encuentro uno «le vtro, ellos 
so habrían encontrado después del intervalo do tiempo necesario para 
recorrer la distancia de A a B a una velocidad do 120 km/h.? 

Dos ciclistas salieron, simultáncamente, al encuentro de los puntos Á y Y 
y, pasadas 2,4 h, se encontraron. Si el primer ciclista aumentara la veluci- 
dad el 50% y el segundo, el 20%, para vencer Ja distancia de l a 8 al 




















primero le hubiera hecho falta 3 h más que al segundo ciclista. ¿Cuánto 


tiempo necesita a cada ciclista para cubrir la distancia entre A y 132 
Del punto A al B partió un inotociclísta. Pasadas 2 li salió tras él un 
automóvil qu legó al punto B al mismo tiempo que el motociclista. Si 
el automóvil y el motociclista hubiesen salido laltencament de A y 2 
al encuentro uno de otro, se habrían encontrado tras pasada (Li 20 inin 
después de la partida. ¿Cuánto tiempo necesita el motociclista para vencer 
la distancia de A a 3? 

Del punto A al 3 salió unciclista. Al mismo tiempo, de B ad salió un muto- 
scooter y se encontró con el ciclista 45 min después de su salida. ¿Cuánto 
tiempo necesila el ciclista para cubrir la distancia cutre A y B. si sabremos 
que el motoscooter vence ese mismo recorrido invirtiendo 2h imenos?. 
Para recorrer la distancia de A a B una motonave invierte 3 h y para la 
vuella, 4 h. ¿Cuánto tiempo navegará una balsa de A a B? 

Un electricista bajó por la escalera mecánica en movimiento, empleando 
para ello 30 s. La segunda vez él bajó por la escalera mecánica parada 
invirtiendo 45 $. ¿Cuánto tiempo gastaría al bajar si estuviera purado en 
el peldaño de la escalera en marcha? 

Del punto A al 8 salió un autobús. Al llegar a B él continúa el Mlesplaza- 
miento en la misma dirección. En el momento cuando al autobus alcanzó 
el punto B, del punto A, en esa misma dirección, partió un antomóvil. Para 
cubrir la distancia desde 4 hasta B el automóvil invierte 3 h 20 min renos 
que el autobús en el mismo recorrido. ¿Cuántas horas son necesarias para 
que venzan ese recorrido el automóvil y el autobús, si sabemos que la suma 
de sus velocidades es 1,5 veces mayor que el tiempo necesarin pura que el 
automóvil alcance al autobús? 

Simultáneamente, de dos puntos A y B salen, al encuentro uno de otro, un 
ciclista y un autobús. Para ei recorrido de A a B el colista invierte 2 h 
40 min más que el autobús para recorrer la distancia de Ba A, mientras que 
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la suma de dichas horas es ES veces mayor que el tiempo pasado desdo el 


comienzo del desplazamiento del ciclista y el autobús hasta el momento 
de su encuentro. ¿Cuánto tiempo invierte el ciclista para ir de A a E y el 
autobús para vencer la distancia entre By A? 

Del punto A al B se ha Jeovado el correo. Primero lo llevó un motociclista 


que, cubriendo E de la distancia entre dichos puntos, entregó el correo 


a un ciclista que le esperaba. El correo fue trasladado de A a B durante el 
intervalo de tiempo necesario para ir de 4 a B a una velocidad de 40 km/h. 
Sabemos que si el motociclista y el ciclista hubiesen salido de A a B 
simultáneamente al encuentro, ellos se hubieran encontrado después del 
lapso necesario para cubrir la distancia do A a B a la velocidad do 
100 km/h. Hallen la velocidad del motociclista Suponiendo que olla es 
mayor que la del ciclista. 
En una mina de carbón trabajaban primero dos secciones y después do 
cierto tiempo, comenzó a funcionar la tercera, como resultado de lo cual 
el rendimiento de la mina aumentó 1,5 veces. qcutntos por ciento del 
rendimiento de la segunda sección constituye el de la primera si durante 
4 meses las secciones primera y tercora extraen, conjuntamonte, tanto 
carbón como arranca la segunda sección en el transcurso de un año? 
Dos brigadas comenzaron el trabajo a las 8 bh. Despuús do hacer en conjunto 
72 piezas, ellas comenzaron a trabajar por separado. A las 45 h quedó claro 
que al trabajar por separado la primera brigada produjo 8 piezas más quo 
la segunda Al día siguiento la primera brigada producía cada 1 h una 
pe más y la segunda duranta A h una pesa menos que el primer día. 
as brigadas comenzaron a trabajara las 8 hen conjunto y, habiendo hecho 
72 piezas, de nuevo pasaron al ban por separado. En el transcurso de esta 
forma de trabajo, ya hacia las 13 b, la primera brigada produjo equals más 
que la segunda. ¿Cuántas piezas por hora producía cada brigada? 





+ Una piscina se llena de agua por el primer tubo 5 h antes que por el segua- 


do y 30 h antes que por el tercero. Es conocido que la enpaciduil de paso del 
tercer tubo es 2,5 veces menor que la del primer tubo y 24 mx/h menor que 
la del segundo tubo, Jlallen la capacidad «de paso de los Lubos primero 
y tercero, 

res obreros «deben hacer 80 piezas igualos. So sabo que, en conjunto, los 
tres producen por hora 20 piezas. 6 primor obrero fue el primero que 
empezó a trabajar. El hizo 20 piezas invirtiendo para hacerlas más de 3 h. 
La restante parle de piezas [ue hecha por el segundo y tercero obreros. Para 
acabar todo el trabajo gastaron 8 h. ¿Cuánto tiempo sería necesario al 
primer obrero para producir las 80 piezas? 

Un potrolero se llena de petróleo trabajando dos tubos, con la particulari- 





«dad de que cada uno de ellos rellenó o E de su volumen. Si la cantidad 
h 


«e petióleo alimentado por hora por el primer tubo hubiese sido 4,5 veces 
mayor y la cantidad de petróleo alimentado por hora por el segundo tubo 
hubiera sido 4 veces menor, el tiempo necesario para rellenar el potrolero 


aumentaría O parte del tiempo que os necesario para llenar el petrolero 


po sólo el primer tubo, ¿Por qué tubo se alimenta mayor cantidad do potró- 
eo y cuántas veces más? 

Por tres tubos se alimenta petróleo a un depósito y de él se ovacua por ol 
cuarto. El prumer día los Luhos Lercero y cuarto trabajaron 6 h cada uno, 
el sogundo, 5 hh, el primero, 2 l. Como resultado el nivel del petróleo se 
elevó4m El segundo día los Lubos primero y segundo funcionaron 3 h cada 
uno, el lercero, 9 h, el cuarto, 4 h. Debido a esto, el nivel del petróleo se 
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elevó 6 im más. El tercer día los tubos segundo y cuarto funcionaron 6 h. 
¿Subió o bajó el nivel de petróleo el tercer día? 
Dos obreros realizaron juntos cierto trabajo en el transcurso de 12 11. Si 
al principio el primer obrero bubiera hecho la mitad del indicado trabajo y, 
a continuación, el segundo la parte restante, Lodo el trabajo hubieso sido 
efectuado duranto 25 h. ¿En el transcurso de qué tiempo podría renlizar 
este trabajo cada uno de los obreros por separado? 
Dos obreros realizan cierto trabajo. Pasados 45 min de trabajo conjunto, 
el primer obrero fue enviado a realizar ntro trabajo y el segundo obrero 
acabó la parte restante del trabajo en el transeurso de 2 h 15 mia. ¿Cuánto 
Ciempo necesitaría cada uno de los obreros por separado para realizar todo 
el queno, si sabemos que el segundo necesitaría para «llo 1 h más que el 
rimero' 
Dos tornama delfan producir ma determinado númern/ilo:piczas: Después 
de lrabajar eu conjunto tres horas, continuó trabajando sólo el segundo 
tornero que trabajó 4 h más. Después de esto, Ja tarea fue sobrecumplida el 
%. ¿Cuánto tiempo sería necesario a cada lornero por separado para 
cumplir la tarea, si sabemos que el segundo necesitaría 4 h menos que el 
rimero? 
na piscina puede llenarse de agua con dos grifos. Si el primero se abre 
10 min y el segundo, 20 min, la piscina se llenará. Si el primer grifo so 





abre 5 min y el segundo, 15 min, se llenará 3 de la piscina. ¿Enel Lranscur- 


so de qué tiempo cada grifo por separado puede llenar Lodi la piscina? 
Dos brigadas trabajaron juntas 15 días, después de lo cual « ellas se unió 
la tercora brigada y pasados 5 díos despues de eslo todo ul trabajo fe 
acabado. Sabemos que la segunda brigada produce al día el 20% más que la 
primera. Las brigadas segunda y tercera en conjunto podrían realizar todo el 


trabajo en E] del tiempo necesario para que todo el trabajo sea realizado 


por las brigadas primera y tercera al trabajar juntas. ¿Sí las tres brigadas 
an juntas cuánto tiempo necesitarían para ejecutar Lodo el brabajo? 
a descargar uua barcaza se han destinado dos brigadas do cargadores. 
Si al tiempo duranto el cual puede descargar la barcaza la primera Drigada 
añadimos el tiempo que necesita la seguada brigada para hacer ese Lrabajo, 
resultan 42 h. ¿En el transcurso de cuónlas horas cada brigada puedo 
EN la barcaza, si la diferencia entre esas horas constituye el 45% de 
todo el liempo necesario para descargar la barcaza trabajando juntas las 
dos Vrigadas? 
Para excavar una zanja so destinan dos excavadoras do diferente tipo. 
El tiempo necesario para que la primera excavadora cave la zanja es 3 
menor que el que precisa la segunda para realizar ese misimo trabajo. 
¿Cuántas horas necesitará cada excavadora para excavar la zanja, si la suma 


" 144 A 
de dichas horas es 33 Veces mayor que el tiempo necesario para bacer la 


zanja trabajando juntas? 

Una motonave se carga con grúas. Primero, durante dos horas, trabajaron 
4 grúas de igual potencia, a continuación, a ellas se vuieron los grúas más, 
pero de menos potencia; pusadas 3 h después de esto la carga finalizó. Si 
todas las grúas hubieran comenzado a trabajar simultáneamente, la carga 
hubiese acabado en el transcurso de 4,5 h. ¿Cuánto tienpo necesitan para 
realizar la carga 1 grúa de elevada polencia y 1 grúa de menor polencia al 
trabajar juntas? 

A un foso se alimenta agua uniformemente. 10 bombas iguales, fuacionan- 
do simultáneamente, pueden desaguar el agua del foso lleno en el transcurso 
do 12h, en tanto que 15 bombas de ese mismo tipo, en 6 h. ¿Cuánto tiempo 
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es necesario para vaciar el agua del foso lleno empleando 25 bombas como 
las indicados ol trabajar ellas conjuntamente? 

Dos fábricas, trabajando juntas, deben Lransformar cierta cantidad do 
materia prima. Si el rendimiento de Ja segunda fábrica aumentara el doble 
el tiempo necesario para que las fábricas realizaran el trabajo disminuiría 





en ¡g del tiempo que se requeriría para que la primora fábrica cumpliera 
toda la Larca. ¿En qué fábrica el rendimiento es más alto y cuántas veces, 
si sabemos que cada una de las fábricas transformó no menos de 4 de todo 


el volumen de la matería prima? 
Dos brigadas, trabajando juntas, cavaron una zanja en 2 días, Después 
de esto, ellas comenzaron a cavar otra zanja do la misma profundidad 
anchura, pero de una Jongitud 5 veces mayor. Con esto, comenzó a traba- 
Le una brigada y, a continuación, fue sustituida por la segunda que realizó 
una vez y media menos Lrabajo que la primera brigada. La segunda zanja 
fue acabila en 21 d ¿En el transcurso de cuántos días hubiera podido 
cavar la seguuda brigada la primera zanja, si sabemos que ol volumen do 
trabajo realizado por Ja primera brigada por 1 día es mayor que el ejecula- 
de por 1 día por la segunda brigada? 
Un recipiente so lena de agua por 5 tubos. Con el primer tubo el recipiente 
se lena «de a en 40 minutos, con el segundo, lercero y cuarto tubos, 
funcionando al mismo Liempo, en 10 min, con el segundo, tercero y quinto 
tubos, trabajando conjuntamente, en 20 min y, por fin, con el quinto 
y cuarto, en 30 min. ¿Cuánto Liempo es necesario para llenar el recipiente 
si los 5 tubos trabajan juntos? 
Tres línvas automáticas producen igualos artículos, pero tienen diferente 
rendimiento. El rendimiento de las tros líneas, al funcionar simultánea- 
mento, es 1,5 veces mayor que el de la primera y segunda líneas al Lraba- 
jar juntas, La tarea de turno para la primera línea, la segunda y la tercera 
Íneas, trabajando conjuntamente, pueden cumplirla 4 h 48 min antes que 
la prituera línea; esa misma tarea se cumple por la segunda línea 2 h más 
rápido que por la primera. Hallen el tiempo necesario para que la primera 
línea cumpla la tarea de turno. 
Dos tractures aran una parcela dividida en dos pastas iguales. Ambos 
tractores comenzaron u trabajar en su correspondiente parte al mismo 
i sadas $ h después del momento cuando ellos, en conjunto, habían 
arado Jo initad de toda yn parcela, se aclaró que al primer tractor le queda 


Por arar de su parto y al segundo, zu la suya. ¿Cuánto tiempo necesitará 
el segundo tractor para arar el campo? 























. Tresexcavadoras están ocupadas en la excavación de un foso. La dileren- 


cia entre los rendimientos de la primera y tercera excavadoras es 3 veces 
mayor que la diferencia entre los rendimientos de la tercera y segunda 


excavadora. La primera excavadora realiza de todo el trabajo, empleando 
para ello cierto Liempo. Igual intervalo de tiempo será necesario si, pri- 


1 s 16 
mero, la segunda excavadora realiza 73 de toda la tarea y, a continuación, 


y 
la tercera excavadora E del trabajo restante. ¿Cuántas veces es mayor e) 
rendimiento de la primera excavadora que el de Ja segunda? 


- Un mismo trabajo puede ser realizado por tres brigadas. En el transcurso 


de cierto Liempo, la primera brigada realiza <, de todo el trabajo. Ese mismo 
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A ¿ p A 1 
tiempo será preciso si, primero, la tercera brigada hace q des tula la Larea 


Eo O 
y, ñ contiuuación, la segunda brigada efectúa z del trabajo restante Ul 


rendimiento de la lercera brigada es igual a la semisuina de los vemlimien- 
tos de las brigadas primera y segunda. ?Cuántas veces es mayor el cendi- 
miento de la segunda brigada que el de la tercera? 

Trabajando juntas, dos brigadas de estuquislas estucaron en 6 días una es 
«le vivienda. En otra ocasión ellas ostucaron un club y realizaron un vola 
de trabajo tres veces mayor que al trabajar en la vivienda, En el clonb pn- 
mero tralajó la primera brigada y, después, fue sustituida pur la segunda 
que acabó el trabajo, con la partientaridad de que la primera brigada tea- 
lizó un Lrabajo dos veces mayor que la segunda. El club fue estuco por ella 
en 35 días. ¿En cuántos días podría haber estucado la prunera brigada La 
casa de vivienda, si sabemos que la segunda brigada hubiera inverlido para 
ello más de 14 días? 

Una compra consta de tres objetos: A, B, €. SiA fuera 5, B, 2 y (,2,5 vecus 
más barato, la compra costaría 8 rublos. Si el objeto A fuera 2, 11,4 y C, 
3 veces más barato ,el precio de la compra sería 12 rublos ¿Cuánto cuesta 
toda la compra y «qué os más caro, Lo B? 

Al menclar una disolución al 40% de ácido con una disolución al 10% do 
ácido, se obtuyieron 800 g do una disolución al 20%. ¿Cuántos gramos de 
cada disolución fueron tomados con este objelo? 
Tonemos 735 y de una disolución al 21,25% «de yodo en alcohol. Hay que 
obtoner una disolución de yodo al 10%. ¿Cuántos gramos ile alcolsol hay 
que añadir a la disolución que teníamos? 

Hay acero de dos marcas, una de las cualos contiene el 5% do níquel y la 
otra, el 10%. ¿Cuántas toucladas de cada una de estas marcas de acero hay 
que tomar para producir una aleación que contenga el 8% de níquel, si eu 
el segúndo trozo hay 4 t más de níquel que en primero? 

En 500 kg do mineral hay cierta cantidad de hiorro. Dospnés de extracr 
de ta mena 200 kg de impurezas, quo conlentan, por lérmino medio, el 
12,5 % de hiorro, el porcentaje do hierro en cl resto de la mena aumentó 
el 20%. ¿Cuánto hierro quedó en la mena? 

Una mena contieve el 40% «do impurezas, mientras que ol metal fundido 
de ella, el 4% do ellas. ¿Qué cantidad de metal se obtendrá de 24 t do 
la mena? 

De 40 t de mena se funden 20 t de metal con un contenido del 6% de impu- 
rezas. ¿Cuál es el por ciento de impurezas en la mena? 

De 38 + de materia prima do segunda calidad, que contiene el 25% de 
impurezas, después de la tranformación se producen 30 t de materia prima 
de primera calidad. ¿Cuál es el por cionto de impurezas en la materia 
prima de primera calidad? 

Los hongos frescos contienen el 90% de agua, los secos, el 12%. ¿Cuántos 
hongos secos se obtienen de 88 kg de hongos frescos? 

Las abejas quo transforman el néctar de las flores en miel, lo liberan de 
una considerable parte de Ea ¿Cuántos kilogramos de núclur han de 
transformar las abejas para obtener 1 kg de miel, si sabemos que ol aíctar 
contiene en 70% de agua y la miel que de él se obtiene, el 17%? 

Dos aleaciones contienen dos metales. La primera aleación contiene los 
molales en una razón de 1: 2, Ja segunda, de 3 : 2, ¿En qué tazón hay quo 
tomar parles de estas aleaciones, para obtener vna nuova aleación con una 
razón de los metales de 8: 7? 
























. Hay dos disoluciones de un ácido de diforente concentración. El volumen 


de una de las disoluciones es de 4 1, el de la otra, 6 1. Si éstas se juntan. 
entonces obtenemos una disolución del ácido al 35%. Sin embargo. si se 
juntan iguales volúmenes de dichas disoluciones, obtenemos una disolu- 
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ción del áculo al 36%. ¿Cuántos Jitros de ácido contiene cada una do las 
disoluciones inicialesi 
40 kg de una disolución de sal se vcharon en dos recipientes de forma que 
en el segundo recipiente resultó haber 2 kg más de sal pura que on el pri- 
mero. Si añadimos al segundo recipiente 1 Kg de sal, la cantidad de ésta en 
él será dos veces mayor que en AS mer recipiente. Hallen la masa de la 
disolución contenida en el primer recipiente. 














. Tenemos tres lingotes. La masa del primero es de 5 kg, la del segundo, 


de 3 kg y cada uno de ellos conticne el 30% de cobre. Si el primer lingote 
se funde junlo con el tercero, obtenemos un lingote que contiene el 56% de 
cobre, mientras que ul fundir conjuntamente los lingotes segundo y tercero, 
se obtieno un lingote que contiene el 60%. Hallen la masa del tercer língoto 
y el porcentaje de cobre en él. 

llay dos lingotes do oro con plata. El porcentaje de oro en el primer lingote 
es 2,5 veces mayor que en el segundo. Si fundimos juntos ambos lingotes, 
se oblicne un lingote en el que ha)rá el 409% do oro. ¿Cuántas veces la 
masa del prizer lingote es mayor que la del segundo, si se conoce que al 
fundir partes de igual masa de lbs lingotes primero y segundo se obtieno 
un lingote que contiene el 35% de oro? 

Una aleación de cobre y plata contiene 2 kg de cobre más que de plata. 


ñ 
Si añadimos a la alcación da de la cantidad de plata quo olla contiene, el 
16 yl 


porcentaje de plata en la nueva aleación será igual al porcentaje de enbro 
en la alcación inicial. Mallen la masa do ésta. 
May que tomar varios litros de un líquido a la temperatura a? y otra cantí- 
ad de esc mismo líquido, pero a Ja temperatura 9”, para oblener la lempe- 
ratura e” de In mezcla. No obstante, del segundo líquido se tomó tanto como 
se suponia tomar dol primero y viceversa. ¿Qué temperatura de la mezcla 
se obtuvo? E 
Un recipiente de 12 1 de capacidad ostá lleno dle un ácido. De él so vierto 
cierta cantidad de ácido al segundo recípiento de la misma capacidad 
y Úste so rellena de agua. A continuación, el primer recipiento se llena 
con Ja mezcla del segundo. Después de esto, del primer recipiente so echan 
4 1 ul segundo, tras lo cual en ambos recipientes la cantidad de ácido puro 
(en las disulucionos) resulta ser igual. ¿Cuanto ácido fuo vertido iniciolmen- 
te del primer recipiento al segundo? 





. En un recipiente con agua se echaron 6 1 de una disolución de alcohol al 





64% y, a continuación, tras realizar el mezclado completo, se vertieron 6 1 
de la disolución oltenida. Semejante operación se efectúa 3 veces. ¿Qué 
cantidad de agua había inicialmente en el recipiente, si la concentración 
definitiva del “alcohol se hizo igual al 37%? 

Un trozo de 6 kg de masa de una aleación contiene cobre. Bl trozo de otra 
aleación de 8 kg de masa conliene cobre en un procentaje dos veces menor 
que en el primer trozo. De éste se la cortado cierta parte y del segundo 
trozo se corta una parte que por su masa es dos veces mayor que la cortada 
de primer trozo, Cada una de estas parles se funden con el resto del otro 
trozo, después de Jo cual se obtuvieron dos nuevas aleaciones con igual 
porcentaje de cobre. ¿Cuál es la masa de cada una de las partes cortadas 
inicialmente do ns trozos? A 

Do un tecipiente Heno de glices se han vertido 2 1 de ésta y a la glicori- 
na restante añadieron 2 1 de agua. Después del mezcludo se sacaron 21 de la 
mezcla y añadieron 2 1 de agua. Por fin, se realizó de nuovo lu agitación de 
la mezcla y de ella se sacaron 2 y añadieron 2 1 de agua. Como resultado 
deostas operaciones el volumen de agua en el recipiente es 3 1 mayor que el 
volumen de glicerina que en él queda. ¿Cuántos litros de glicerina y do 
agua quedaron en el recipiente a consecuencia de la operaciones realizadas? 
De dos depósitos uno está lleno de glicerina y el segundo, de agua. So toman 
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dos cucharones de tres litros. Con el primer cucharón se saca el contenido 
del primer depósito y, con el segundo, el contenido del segundo depósito, 
después de lo cual el priwer cucharón se vierte al segunda 1lepúsilo y el 
seguado cucharón, al primer depósito. A continuación, Lras realizar el 
inezclado, esta operación se realizó una vez más y, como resultado, la 
Cedo pura ocupó la mitad del primer depósito. Hallen los volúmenes 
'e los depósitos, si se conoce que su volumen sumario es JU veces major 
que el del primer depósito. 

606. Después de fundir dos trozos de arrabio de igual maso con diferente 
contenido de cromo, fue obtenida una aleación que contenía 12 kyle cromo. 
Si la masa del primer trozo hubiera sido dos veces mayor, en la aleación 
habría 16 kg «le cromo, Se sabe que el contenido de crosto vn el primer 
trozo era el 8% menor que en el segundo. allen ol porcentaje dde eromo 
en cada uo do los trozos de arrabio. 

607. Teuemos tres aleaciones. La primera contiene el 61% de alunima, ol 15% 
de cobre y el 25% de magnesio, la seguida, el 39 de cubre y el 10% 
de magnesia, la tercera, el 45% de aluminio y el 55% de magnesio, Es 
preciso producir de ellas una aleación con un contenido del 2099 de cubre 
¿Qué porcentaje mínimo y máximo de aluminio puedo haber en la mueva 
aleación? 

668. 'Teuemos tres aleaciones. La primera aleación contiene el 45% de estañu y 
el 55% de plomo, la segunda cl 111% de bismuto, el 40% ¿le estaño y el 
51% «de plomo, la tercera, el 31% «de bismuto y el 7% «le plomo. Es 
necesario elaborar de ellas una nueva aleación ue conteuga vl 15% de 
bismuto. ¿Qué porcentaje mínimo y máximo de plomo puede haber en la 
nueva aleación? 
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Llevan el nombre de irracionales aquellas ceuaciones on las que 
la variable se encuentra bajo el signo del radical o Jien bajo el 
signo de elevación a una potencia fraccionaria. Semejantos ecu: 
ciones se consideran sobre el campo de los números reales. Al resol- 
ver las ecuacionos irracionales se hace uso de dos métodos funda- 
mentales: 1) elevación de ambos miembros de la ecuación a una 
misma potencia; 2) introducción de nuevas variables (auxiliares). 
Pero, en ciertas ocasiones, es preciso emplear, asimismo, procedi 
mientos arlificiales de resolución de las ecuaciones irracionales. Al 
elevar ambos miembros de la ecuación a una misma potencia, hay 
que tener en cuenta que si 1 es un número impar, las ecnaciones 
12) = 8 (2) y (f (2)))" = (g (2))” son equivalentes; si n es un número 
par, la ecuación (f (2))" = (g (x))" es la consecuencia de la ecuación 
Í (a) = g (2), es decir, al pasar de la ecuación f (1) = g (2) u lu 
(f(m))" = (g (2))" pueden surgir raíces extrañas. P.ej., la ecuación 
zx — Í[ = 3 tieno una raíz x = 4, mientras que la ecuación fr — 1) 
= 3” tieno dos ruícos: y = 4, 2, = —2, una do las cuales (precisa 
menle x= —2) es exlraña para la ecuación z— 1 =3 

Al resolver ecuaciones irracionales, con [recuencia se emplea la 
fórmula (Y (2))” =f (2), cuyo empleo cuando » es par puede con- 
ducir a la ampliación del campo de definición de la ecuacion (para 


Vio) con » par es natural la acotación f (2) >0, mueulras que 
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al sustituic (Y 7 2)" por f (2), dicha acotación desaparece). 

Por estas (y olras) causas, al resolver ecuaciones irracionales, en 
la mayoría de los casos, es necesacia la comprobación de las resolu- 
ciones halladas. En función del Lipo de Jas resoluciones oblenidas 
(simples o complejas), así como en dependencia del procedimiento 
de resolución de la ecuación, puede ser elegido uno u olro procedi- 
miento de verificación. 

1. Resolución de ecuaciones irracionales según el método de eleva- 
ción de ambos miembros de la ceuación a la misma potencia. 

FJEMPLO 1. Resolvamos la ecuación 


y i=14 Y 2+0=6. (1) 
soLución Ulevemos ambos miembros de la ecuación al cuadrado: 
1142 (2-0 (+0) +27+6=36 
y, a continuación, 2 y 22446 =— 34431, 
Después de eluvar nl cuadrado la última ecuación, vblenemos; 
8x* + 167 — 24 = 91? —186x + 9Ul 
y, seguidamente, 22 —20274985==0, de donde zx, 25, 1 =197. 
VERIFICACIÓN. Las raíces hulladas son fácil de verificar poniéndolas 
directamente en la ecuación (1). 


1) Va—1+ 2 +6= 5-14 V2:5+6=06. Así, pues, 
x=5 es la raíz de la ccunción prefijada, 
2 Vi-1+Y2%,P0=y 19714 / 2.107 +66, os decir, 
2, =197 os una raíz extraña, De modo, sólo x=5 es la raíz de la 
ecuación dada. 
EyamPLo 2. Resolvamos la ecuación 
V7F1=54+Y 7 +82—4=5. (2) 
SOLUCIÓN. Fransformemos la ecuación (2) a la forma 
VEFI3=5-Y2 484 
y elevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación: 
Dr—5=25—10 74 8144 448174. 
Separemos la vaíz y reduzcamos los términos semejantes: 
107 +8:—4=12+26, (3) 
elevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación (3): 
100 (2? + 8x — 4) = (Tx + 20)? o bien 
512? + 436x — 1076 = 0. 
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De esta última ecuación hallamos: x,¿=2, 1,=— 5 . 

VERIFICACION. La primera de las raíces halladas es fácil de veri- 
ficar poniéndola en la ecuación inicial. Semejante prueba muestra 
que x, = 2 es la raíz de la ecuación (2). El intento de comprobar de 
esle mismo modo la segunda raíz conduce a laboriosos cálculos. Pero 

s 538 

podemos operar de otra manera. Aclaremos si zx, = 3 es la 
resolución de la ecuación (3). Notamos que con esto valor el primer 
miembro de (3) es positivo y el segundo, negativo. O sea, t,= 
= E no es la raíz de la ecuación (3). Pero ésta es el corolario 
de la ecuación (2), entonces, aún menos, x, no es la raíz de (2). Así, 
pues, la raíz de la ecuación (2) es x = 2. 





EJEMPLO 3. Resolvamos ¡la ecuación 7 PF 1— Y 226 == 2. 
SOLUCION. Después de separar /2x—6, obtenemos: y 24 





=YIp1-2. 
Elevamos ambos miembros de esta ecuación al cubo: 


22—0=(241) V2F1-6(2+1) 412/2418. 


Después do reducir los lórminos somojantos y separar la cuíz, 
obtenemos la ecuación (x +13) YZ+F1=8(2 +1), de dondo 
(14 137 (1 41) =64 (2 4 19 y, seguidamente, (1 +1) < 
Xx ((2 + 13) — 04 (2 + 1)) =0, o bien (2 + 1) (22 — 38% + 105) = 
==. 


Así, pues, el problema se reduce a la resolución del coujunto: 
a2+1=0; 22— 382 + 105 =0, 
de donde hallamos 2, =—1, 1 =3, z, = 35. 
VERIFICACION. Poniendo los valores hallados de z en lu ecuación 


dada nos cercioramos de que lodos ellos son sus raíces. 
EJEMPLO 4. Resolvamos la ecuación 





Vi+YV2-3=/06-0. (4) 


SOLUCIÓN. Elevemos al cubo ambos miembros de la ecuación (4), 
haciendo uso de la fórmula del cubo de la suma de dos números li- 
geramente variada, o sea de la fórmula (a +5) =u 410 -4p 

+ 3ab (a + b). Obtenemos: 





24203432 (Y IYD TT 
50204 


12(x—1) (5) 
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lEmpleando la ecuación (4), sustituyamos la oxpresión Vik 
+Y 223 por la expresión Y 12(¿—1). Obtenemos: 
3x—3 4+3/2(22—3) Y 12(-1)=12(1—1) (0) 
o bien Y2(2—3) 1241) =3 (2-1). 


Elevemos al cubo ambos miembros de la última ecuación: 
127 (22 — 3) (a — 1) = 27 (u— 1), 


y, a continuación, (u— 1) (4x (22 — 3) — 9 (2 —1)?) =0, de 
donde hallamos: x, =1, 22,5 = 3. 

VERIFICACION. Poniendo los valores hallados de x en la ecuación 
(4) nos cercioramos que ellos la satisfacen. 

OBSERVACIÓN. Como al resolver la vcuación (4) empleamos la elevación «dle 
ambos miembros do la ccuación al rs como sabemos, la elovación a una 
potencia impar no viola la equivalencia de la ecuación, al parecer Jas solucio- 
nes halladas pueden no sor probadas. Pero la cosa no os así. Al pasar do la 
ecuación (5) a la (6) sustituimos la expresión Y z + Y 22— 3 por Y12 (2 —1). 
Está claro, que toda raíz de la ecuación (5) os, asimismo, raíz de la (6), mien- 
tras que lo inverso, por regla, no es cierto. Esto significa, que la ecuación (0) 
es el corolario do la (5), por lo que la prucha os necesaria, El siguiente ejemplo 
confirma esta idea. 


EJEMPLO 5. Resolvamos la ecuación YVi=i4+Y2-1 
soLUCION. Conscculivamente tenemos: 











dl, 








21-14 1)+3/1M=D6-D (Y 214/20 =1, 
3Y(2=D6=D=3-—32, (221) (1-1) (1-2), 





(1) (Qz—1) + (2—1)?) =0, de dondo 2, =1, 2,,¿=0. 


veRieicación. Poniendo los valores hallados de x en la ecuación 
dada nos cercioramos do que el valor x, = O no satisface la ecuación. 
La ecuación inicial tiene una sola raíz x= 1. 

2. Método de introducción de nuevas variables. 

EJEMPLO 6, Resolvamos la ecuación 


243-Y 224-3124 2=1,5 (244). (7) 


sonución. La separación do la raíz y la elevación al cuadrado do 
ambos miembros de la ecuación (7) nos conduciría a una voluminosa 
ecuación. Pero si observamos con atención la ecuación (7), podre- 
mos advertir que ella se reduce con facilidad a la forma cuadrática. 
En efecto, al multiplicar ambos miembros de la ecuación por 2, 
obtenemos: 


224+6—2 Y 22314 2=3x 4-12 


$ 12, Ecuaciones irracionales 115 


y, a continuación, 
202—314+2—2 Y 222314 2-8=0. 
Haciendo y =V 217 — 3x + 2, obtenemos: y? —2y —8=0, 


de donde y, = 4, y, = —2. O sea, la ecuación (7) es eyuivalento al 
siguiente conjunto de ecuaciones: 


22 —3142=4; Y 222 314-2= —2 
y 
7 


De la primera ecuación de este conjunto, hallamos: x, =p 4= 
=-—2. La segunda ecuación no tiene raíces. 

VERIFICACIÓN. Como la ecuación (7) es equivalente a la ecuación 
V 22 — 32 + 2= 4 (ya que la segunda ecuación del conjunto no 
tenía soluciones), los valores hallados pueden verificarse sustitu- 
yéndolos en la ocuación Y 214 —3XF2=4. Esta operación 
muestra que ambos valores de zson la raíces de la indicada ecuación 
y, por lo tanto, de la (7). 

EJEMPLO 7. Resolvamos la ecuación 


22-542 Y 225142 Y 154 2Y 7=48. (8) 


Con 











SOLUCIÓN. El campo de definición de la ecuación es => 
esta condición, tenemos 2>0 y z—5>0, por lo que 


Y —=a=Yr(1-5)=Y1Y 2-5. 


Como 2x =x-+x, podemos reescribir la ecuación (8) de la si- 
guiente forma: 





aq o—542 YY 2542/2542 7—48= 0 
o bien (Y 22422 754 (Y 25)? 42(Y 254 Y 2)—48==0, 
os dicir, (Y1=54+ Y D42(Y 154 Y 2)—48=0. 





Haciendo y = Y z— 5 + Vx obtenemos la ecuación cuadrática 
y? 4 2y —48 =0, de la que hallamos: y, =6, ya =—3. Así, 
pues, el probloma se redujo a la resolución del conjunto de ecuacio- 
nes: 


VYITEFY1=6 P-54Y1=-8. 
De la primera ccuación del conjunto hallamos == (5, 


la segunda ecuación dul conjunto no tiene soluciones. 


44 


VERIFICACIÓN. Es fácil mostrar que 2= (43 


2 
) es la raíz de 


gr 
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ecuación VI—5+Y2=6. Poro esla cenación es equivalente a la 
ecuación (8), por lo que z= (5 es también la raíz do la ccua- 
ción (8). 

«A, veces, al resolver ecuaciones irracionales es cómodo introducir 


dos nuevas variables auxiliares. 
EJEMPLO 8. Rosolvamos la ecuación 





Y1=14+Y15+1=2. (9) 


u= Y 1= 
v=VlFz. 


Intonces, la ecuación (9) toma la forma u +v=2. Pero con el 
fin de hallar los valores de las nuevas variables, es insuficiente to- 
ner una ecuación. Blevando a la cuarta potencia ambos miembros de 


las dos ecuaciones del sistema, obtenemos: fui=1—. 
v=1+x 


Sumomos lag ecuaciones del sistema: u* + y? = 16, 
Así, pues, para hallar u, v tenemos el siguiente sistema simétri- 
co de ecuaciones: 





SOLUCION. Flagamos ( 


o 
wii 16. 


Después de resolverlo (véase la pág. 79), hallamos (limitándonos 
u las soluciones reales): 


leas pa 


v,=2* lo,=0. 


El problema se ha reducido a la resolución del conjunto de siste- 
mas de ecuaciones: £ ¡E 


a 


Y T5+z=0. 





Resolviendo este conjunto, hallamos: x, =1, x, = —15. 

LA VERICICACIÓN (su realización se efectúa con la mayor facilidad 
poniendo los valores hallados en la ecuación inicial) nos persuadeo que 
los dos valores hallados de x son las raíces de la ecuación inicial. 
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OBSERVACIÓN. Este procedimiento puede Lambién ser mtilizailo al resolenr 
algunas de las ecuaciones aualizadas más urriba. P. ej., al resolver la ecuación 


Vi+1— Y2—50=2 (véase el ejemplo 3, pág. 113), se puede hacer 
de a yz + z 





y, entonces, llegaríamos al sistema de cenaciones: 








EJEMPLO 9. Resolvamos la ecuación 





Y E a (10) 
SOLUCIÓN. Maciendo 
Fa 0) 








ys ViV=+ 


llegamos a la ecuación u-—»= 3. Multipliquemos entro sí los 
segundos miembros de las ecuaciones del sistema (14): 








El resultado obtenido conduce a otra ecuación con relación a las 


nuevas variables: uv =28. Habiendo resuelto el sistoma q —v=3 
uv = 23, 





hallamos: 
ns (e =-4 
vy=4” lo =—7. 
Así, pues, llegamos a un conjunto de sistemas de ecuaciones. 
De él sólo escribamos el sistoma que corresponde a los valores posi- 


tivos de u, y v, (el sistema que corresponde a los valores negativos 
de uz, v,, de antemano no tiene soluciones, por lo que es omitido): 


(VAIS 

/ VPF EZ 

PA AA (12) 
Viy +28: 
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Resolvamos la segunda ccuación del sislema (12). Elevemos al 


cuadrado sus ambos miembros: 1 Y 124 28%—22 = 16 y, a conti- 
nuación, 


VIP = 24 16. (13) 


Ahora, olevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación 


(13): 


e (2 +28) = (12 + 16) (14) 
y, más adolante, 75212 — 256 =0. 
De esta última ecuación hallamos: x, y == RE 





VENIFICACIÓN. Está claro que x, no satisface la ecuación (13) y, 
por lo tanto, asimismo, la segunda ecuación del sistema (12). Pro- 
bemos x,. Como con x > O las ecuaciones (14), (13) y la segunda ecua- 


E < A 4y 37 12 
ción dol sistema (12) son equivalentes, x = es la solución 


de la segunda ecuación del sistema (12). Ahora, debemos cerciorar- 
nos que el valor hallado de x, satisface también la primera ecuación 
del sistema (12) (sólo on este caso podemos considerar este valor co- 
mo solución del sistema (12)). Reduzcamos dicha ecuación a la equi- 
valente, pero más sencilla. Tenemos: 


y PE =1, VET 4+2=40x, PIFI 48%, 
2428: =48%?, (482— 1) 2? =28*, 


de donde, 22=1£. 
41 


El valor de x, satisface la última ecuación y, simultáneamente, 
la primera ecuación del sistema (12). 
a 
43 es la solución del sistema (12) y, por consi- 
guiente, de la ecuación (10). 
FSEMPLO 10, Resolvamos la ecuación 
Y G236=33 Y -D6=33)=1. (15) 


SULUCIÓN. lHagamos 


arde: (=—32) 
v=/E-0D 6-3). 


Entonces la ecuación (15) toma la forma: u —v = 1. Para obtener 
la segunda ecuación con relación a las nuevas variables u, v 


Así, pues, 1= 








(16) 
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elevamos a la quinta potencia ambos miembros de la primera ecua- 
ción del sistema (16) y la segunda, a la cuarta potencia. Obtenemos: 

u=12—341 464 
»9=x2—3414+33, 


de donde ul — vt = 31. Asi, pues, para hallar u, v tenomos el si- 
guiente sistema de ecuaciones: 


u—v=1 > v=u— DI 
¡a o bien e 
de donde 
v=u—1 
le epir detecta 47) 


De la segunda ecuación del sistema (17) hallamos u, = 2. Des- 
pués de dividir el polinomio u* —u* + 4u% — Gu? + 4u — 32 
por el binomio u -——2, en el cociente obtenomos u* + wY + Bu? + 

+ 6u + 16. 

Así, pues, el sistema (17) es oquivalento al conjunto de siste- 

mas: 


a PRO 
u—2=0; ul + uu? Bu 16=0. 

Del primer sistema hallamos: u, =2, v, = 1. 

El segundo sistema es más complicado. Durante su resolución 
hay que tener en cuenta lo siguiente. Como *Y (x — 1) (z— 33) =v, 
entonces v>0. 

Ya que u—v=1, u=v +1 y, por consiguiente, u>x* l. 
Está claro que la ecuación 


ui + y 6 + 6u + 16=0 


no tiene soluciones que satisfagan la desigualdad uz> 1. 
Así, pues (a == 2 es la única solución del sistema (17) 
vy=d1 
y sólo nos queda resolver el siguiente sistema: 


e (2-32) =2 
Ve=D6-33)=1. 





Tenemos: ¡ol =2 
Y 2-3 33 m1. 
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Hagamos y = 2? — 34z + 33, entonces el sistema adquiere la 


forma: 
UE 31=2 
Vi=1. 

De este sistema hallamos: y = 1. Entonces, 4? — 34x 4- 33 =1, 
de donde x,.=17 + Y/ 257. 

VERIFICACIÓN. Al analizar las translormaciones realizadas en di- 
versas etapas de la resolución (todas ellas son equivalentes, de lo 
que pueden cerciorarse por su cuenta), llegamos a la conclusión de 
quo los valores hallados de z son las raíces de la ecuación (15). 


3. Métodos artificiales para resolver ecuaciones irracionales. 
FIEMPLO 11, Resolvamos la ecuación 


VIMPF32PFS+V 202324 5=3x. (18) 
SULUCIÓN. Multipliquemos ambos miembros de la ecuación por 
Ja expresión p(2)=Y 222 +34 5—V 24-32 F5, conjugada «a 





la expresión Y 2443245 + Y 27 32 + 5). 

Como (V 22 PF 32454 V 224-3245) (27 SF BR 
—V 223145) =(2224 32 +5) —(22?— 324 5)=6zx, lu  ecua- 
ción (18) toma la forma: 

6r=32(Y 2234 32 45— Y 222 3x-F5) 

o bien «(Y 27 F32p5—Y 24327552) =0. (19) 

Us (ácil notar que x, = 0 es una do las raíces de la ecuación (19). 
Nos queda por resolver la ecuación 

Vli2+32P5—Y 224-314 5=2, (20) 


Después de sumar las ecuaciones (18) y (20), llegaremos a la ecua- 
ción corolario 








2Y 224343142. (21) 


Resolviendo la ecuación (21) según el método de elevación al 
cuadrado, obtenemos: 82? + 127 + 20 = 92? + 122 + 4 y, segui- 
damente, 1? = 16, de donde x, =4, 2, =—4. 

VENIFICACIÓN. Poniendo, una tras otra, en la ecuación (18) los 
valores hallados x, =0, x, = 4, 1, = —4, nos cercioramos de que 
dicha ecuación sólo se satisface con el valor x¿=ú4. Así, pues, 
x= es la única raíz de la ecuación (18). 

EJEMPLO 12, Resolvamos la ecuación 


Yi142/37F2=4+V3=z. (22) 
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soLución. En el caso dado, ninguno de los procedimientos indica- 
dos más arriba proporciona exitoso resultado. Intentemos hallar, 
según el método de pruobas, alguna solución de la ecuación. El cam- 
po de definición de ésta se prefija con el sistema de desigualdades: 
[a de donde obtenemos: 1 < x< 3. Es decir, la solución 
debe ser buscada sólo en este in- 
tervalo. Probando los valores ente- 
ros de z en ese intervalo, halla- 
mos que z=2 es la raíz de la ecua- 
ción dada. Si, ahora, demostramos 
que la ecuación inicial no tiene 
otras raíces, de este modo la solu- 
ción de la ecuación será terminada. 

En el segmento (1; 3] la fun- 
ción f (a) = Y1—1 + 2/32 +2 
es creciente, mientras que la fuñ- 
ción g(1) =4+Y3—z, decro- Fig. 4 
ciente. Pero, on este caso, si la 
ecuación f (x) = g (x) tione raíz, ésta será sólo una (fig. 4). Asi, 
pues, a = 2 es la única raíz de la ecuación (22). 

4. Sistemas de ecuaciones irracionales. 

EJEMPLO 13. Resolvamos el sistema de ecuaciones 








32—2y 27 
YA En LV 2 (23) 
4y—1=3y (11). 
SOLUCIÓN, Hagamos u= V E2. Entonces, la primera ccna 
ción del sistema toma la forma: u+L=2, de dowde hallamos: 


u=1, 
De esta forma, la solución del sistema (23) se reduce a resolver 
el siguiente sistema: 


VEZ a 
( 25 (24) 
44—1=3y (11). 

Elevando al cuadrado ambos miembros do la primera ecuación del 

sistema (24) y eliminando el denominador, hallamos el sistema: 
31—2y=2x 
lapa =3y (11), 

1 =2 fe =1 


(25) 


1 


del que obtenemos: la 5 tl. 
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VERIFICACIÓN, El sistema (23) es equivalente al (24). Como ambos 
miembros de la primera ecuación del sistema (24) no son negativos, 
entonces con x 32 0 el sistema (24) es equivalente al (25). Do este 
modo, las soluciones del sistema (25) también lo son del (23). Así, 


pues, las soluciones del sistema (23) son los pares (2; 1) y (1; 5 
FJEMPLO 14. Resolvamos el sistema de ecuaciones 
e ad 
VE=DGFIF=2. 


obtenemos el sistema 





u= fi= 
SOLUCIÓN. laciendo y Al 
v=Y1+F2y 


Zupo=4 
( del cual hallamos: u=1, v=2, 
un=2, 


Así, pues, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema 





r—y=1 


o bien o 16, 


de 1 
VF2y=2 
de donde 2 =6, y =5. 

Es fácil comprobar que la solución hallada del último sistema es 
también la del sistema inicial. Así, pues, el par (6; 5) es la solución 
del sistema dado de ecuaciones. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguivules ecuaciones: 
609. Y1=14YZT2=3. 610. Vip1—-YI=1=/ 2-12 
614, 22454157 F0= 12242. 
612. Vi-VIFI4VIFI-V 24 4=0M. 
013. 2 y Uerti=xht 614. (142) PIER 
015. VFTILYITB=3. 616. 1-2=V 1-72. 
617. Y 1—Y riai= 
1. Vs+ 4 Y 53 . 
INTL Y 32 F8=2. 
IAF 48 V iPFS 1 =1. 
022. 3332434 Y 2-32 F6=3, 
62%. VIPF3FVIFE=6. 








it, 













z 
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0 Y 
det ip VEV 5=x 


628. 12: VEFISY2] 3 FD 
029. ai—ár—6 =Y 2281 P 12. 
030. (244) (141) —3 2 F5242 
031. VI FS4 22 =304 7. 


632. 22325 VITFI1=2,75 — in 











633, 2 4 Y2-2=0. 
634. 24 DF VZ46=0. 635, 413) 71 =0. 
636. 2262 V2842=0, 

037, VARIA VAR Y IA. 
638. VPF 14 Y 372 











ca. VIps+2 M2 Via vin Fimá 
V+p243 Y vz 
Tr 11, 
ER Ao 
AH VIA Y 2278 (lallen las soluciones posilivas). 
06. AF AI Y IT de 
647. VIFA4Y 122=0. 

ETT n= E 
E a 
640. ViP3—/ 32F2 650. Vi4+Yz=1=1 
051. VIV 0 YI FIA Y 28 
653. VI=I4+V TF B=5 
654. VIFI+4VIFIES 3 ¿=0, 
55. NIP] 2 3. 
Vo—VITI+VI+VZFi=4. 
VIV 24V 55-Y3=3B. 
a 1 
058. Y 784124 V2-Y 84—Y 9 
o Y] EY EEG 0 VET PRAT 
601. 2350 (24 35125) =30. 
062. z + Y 17 +18 . 
663. + 2-24 6=2=2. 664.3 77 
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5 

2:42 (60 

3 

—PE=N6—33) 
EN 


7 
570. 4 (Vi) (1 I=741)=x= 
SE ES 

672, VIE PIFI54 Y D—árnTiF 
673. VE=00=D+y E=3=1 2. 

67%. 42 4] PAR 34 Ma 
67. ViI+V1F342VE-D6+3)=4 3 
076. Vi 3+Y TF 1=30- 2 VW TF 16. 






































Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones: 


“Ez V 
679. z 


ViFy+ YM E—=y=4. a—y=5. 











VE + E 93. 
ir 
5. 


VE =8. 








aut Y y 
is (5 P4ry>84 


ss pa Vi+yYz=R pag, dd 
Py y=20, y=- 














603. 


60%. 


095. 


== 


096. 


698. 


609. 


$1 
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a+ /G=3 
Pa—Vari=3. 
24 aj=80 





VII V 27 FM=>. 
Vi+Vy+i=1 
ViFI4V y=1. 


A 
T0z ES == 
VE TV 


VIFI+VIIF2=3 





d+yel 

VITA V Tia py [A 
A ES 697. 4 Y yi4Vzi=5 

VIVE V y Vit. VatVijas. 

VII V y F=3 

VIT VIFi=5 

VIH V 2 Fy= 4. 


Vi Vy4+V 2 4=0 
2 2—-4-YVy-4Y/ 2 F4=-—12 
n4y 





Ecuaciones exponenciales 





A 
funda 


resolver ecuaciones exponenciales se empleau dos wélodos 
mentales: 1) paso de la ecuación a'(Y =as'% a la ecuación 


1 (0) = g (2); 2) introducción de nuevas variables. Ln ocasiones, es 


precis: 
1. 


o aplicar procedimientos artificiales. 
Ecuaciones exponenciales. Examinemos las ecuaciones «del ti- 


po af = ag), donde a >0 y a +41 y aquellas que se reflucen a 


ellas. 


La resolución de semejantes ecuaciones se basa en el signionte 


teórema. 
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TEOREMA. $1 4 >0 y as1, la ecuación al) =a8 0) es equivalente 
a la ecuación f (1) = g (2). 

LimmPLO t, Resolvamos la ecuación 2-2 = 290, 

soLución La ecuación dada es equivalente a 12? — 22 = 3x— 6 
y, por lo tanto, las raíces de la última ecuación 2, = 2, 1, = 3 son 
también las raíces de la ecuación inicial. 








0297 


5 
Esemrio 2 Hesolvamos la ccuación =— =5-0,04, 
y5 


SOLUCIÓN. Jieduzcamos todos los exponentes a una misma base, 
p. ej. a la base 5: 


505. 50.5 = 5. (57291 


A continuación, lenemos: 57% = 53-2*, La última ecuación es 
equivalonte a x =2x— 3, de la que hallamos z = 3. Así, pues, 
zx =3 es la raíz de la ecuación dada. 

__ EJEMPLO 3. Resolvamos la ecuación 

3-4 — 52x, (1) 
% sonución. Como 5=31%%S, la ecuación (1) se puede transformar 
a la forma 3%-4= (3198:5)2x, 

Esta ecuación es equivalento a la siguiente: 

2 — 4 =2rlogy5. (2) 

Las raíces de la ecunción cuadrática (2) y, junto con'ella de la ecua- 


ción exponencial dada (1), son las siguientes: %,, = logyD + 


= V log + 4. 
EJEMPLO 4 Resolvyamos la ecuación 


sue 4 pr =304-450*. (3) 
soLucióN Como 52%=5.25%, 64=G6.6% y 150*=6*.25%, la 
ecuación (3) se puede transformar a la forma: 
5-25 + 6-66". 25* — 30 = 0, 
y, a continuación, 5 (25* — 6) — 6* (25 — 6) = 0, (25*— 6)x 


x (5— 6) =0, 
La última ecuación se reduce al coujunto de ecuaciones 


25 —6=0; 5—6* =0, 





que tiene las raíces: 2, = logs 6, x, = logs). 
Los valores hallados de z son las raíces de la ecuación (3). 
EJEMPLO 5. Resolvamos la ecuación 


4204 =0. (0 
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SOLUCIÓN. Apliquemos el método de introducción de nuevas va- 
riables. 

Como 4% = (22) = (2)? y 2%*l = 2.2%, la ecuación (4) puedo 
ser reescrita del modo siguiente: 


(2)? + 2.2% — 24 =0, 


Haciendo u = 2*, obtenemos la ecuación cuadrática u? 4- 2u — 
— 24 = 0, cuyas raíces son uy = 4, uy = —6. Por esta razón, el 
problema se reduce a la resolución del conjunto de ecuaciones: 
2=4 2% =-—6. 

De la primera ecuación de este conjunto, obtenemos: 1 = 2. 
La segunda ecuación no tiene raíces, ya que 2* > 0 con cualquier 
valor de zx. Así, pues, z = 2 es la raíz de la ecuación (4). 

EJEMPLO 6. Resolvamos la ecuación 

2% + (0,5)%-3— 6 (0,5)* =1. 
SOLUCIÓN. Como (0,5)2%3 = 23-2: = + y 6(0,5)* == y Ontonces 
8 6 
+A 1-0. 
A e 8 6 , 

Haciendo u=2*, obtenemos: u-+ + 321=0 y, seguida- 

mente, u¿—u2—6u4-8=0, es decir, (u—2) (u*4 u—4) =0. 


Esta última ecuación tiene tres raíces: u=2, u==l (Y, 


==, 





Ahora, el problema se reduce a la solución del conjunto de ecua- 
ciones: 





Mud AAA ¡Fa io w 
De la primera ecuación hallamos x,=1, de la segunda, —2¿== 
= log, ARA, la tercera ecuación no tiene raíces, ya que 
A 0 y %>0conxER. 


Es decir, la ecuación inicial tiene las siguientes raíces: 1,=1, 
VIT-4 
A, 


EJEMPLO 7, Resolvamos la ecuación 


z, =l0g, 


6.3% — 43.6% + 6-2% =0. (5) 
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soLución. Como 6% = 3*-2*, tendremos: 
6.3% — 13-3%.2% + 6-2%* =0. 
Haciendo u =3", v= 2", obtenemos la ecuación: 
Gu? — 13uv + 64? = 0, (6) 
que es una ecuación homogénea de segundo grado con relación a las 
variables u y v. Como v = 2* no se reduce a cero con ninguno de los 


valores de z, al dividir ambos miembros de la ecuación (6) por v*, 
oblenemos una ecuación equivalente a (6): 


6(L2) 134460 


v 





Haciendo it, obtenemos: 622—14324+6=0, de donde 2,= 
3 2 


de 


IS 


=>. 
3 


Tomando en consideración que == E 


al 2 
7) , podemos escri- 


bir el conjunto de ecuaciones: 
(E An 
2 ) Ea 
del cual, hallamos: x, =1, z, = —1. Esto significa, que la ecua- 
ción (5) tiene dos raíces: x, =1, 
1=—. 
EsbwpLO 8. Resolyamos la ecua- 
ción 





pr 


SOLUCION. Ninguno de los proce- 
dimientos analizados en los ante- 
riores ejemplos nos sirve para resol- 
ver (7). Intentemos hallar alguna 
solución de esa ecuación según el 
método de selección. En el caso da- 
do, esto es fácil: x, = 1. Claro está, 
que, por ahora, no podemos con- 
siderar que la ecuación está resuel- 
ta: ella puede asimismo tener otras 
raíces. Demostromos que no hay 
otras raíces. 


La función (+2 decrece, mientras que la función 2* crece 
por toda la recta numérica. O sea, la ecuación (7) no puede tener más 
de una raíz (fig. 5). Así, pues, z=1 es la única raíz de la ocuación 7. 





Fig, 5 
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2. Las ccuaciones exponenciales-potenciales som «aquellas que 
tienen la forma (f (2) =(f (1))*0". Si es conocido que f (1) >> 0 
y f (2) 4 1, tal ecuación, como la exponencial, se resuelve mediante 
la igualación de los exponentes: g (1) = h (2). Si no se estipula la 
posibilidad de que f(1)< 0 6 bien f («) = 1, será preciso analizar 
varios casos, como se hace en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 9, Resolvamos la ecuación 


(4d GIIA (0 — 57), (8) 


SOLUCIÓN. Durante la resolución de la ve 
tencial dada hay que analizar cuatro casos: 
1) 244x571 =1, es decir, 2 4+x—58=0. 
En este caso, la ecuación (S) toma la forma 1%** = 41%, es decir, 
= l. Ésto significa que las raíces de la ecuación 22 + r — 58 =0 
son también las raíces de la ecuación (8). De la ecuación 12 4 4 — 
AV 
—58 =0, hallamos x, ,= e 


244257 =-—l, o sea, 224250 =0. En esto caso, 
la ecuación (8) toma la forma 


A (9) 


La ecuación (9) sólo puede ser satisfecha con tales valores de x 
con los que 32? + 3 y 10z son números enteros (ya que el número 
negativo (—1) sólo puede elevarse a un exponente entero) de igual 
paridad (o sea, los dos son pares o bien los dos, impares) 

De la ecuación 2? + x — 56 =0, hallamos: x, = —8, e =7, 
El valor x, = —8 no satisface la ecuación (9), en tanto que el valor 
zx, =7, la satisface. Así, pues, z = 7 es la raíz de la ecuación (8). 

3) 2 +2—57 =0. En este caso, la ecuación (S) Loma la forma 


Dee a (10%, (10) 





ación exponenciul-po- 


La ecuación (10) sólo puede ser satisfecha con tales valores de z, 
con los que 32? + 3 >0 (esto es cierto para toda 2) y 10x > 0, 
en este caso la ecuación (10) toma la forma 0 =0 (recordemos que 
la expresión 0” sólo tiene sentido con r> 0). 










pS 
De la ecuación 2?4-x—57=0 hallamos ja E, 
—1— y 229 Le 
El valor de qa SA no satisface la condición 10x > 0, 
haz 229 eta 
en tanto que 1 satisface dicha condición. Así, puus, 


441/22 
E 


es la raíz de la ccuación (8). 

4) 51 44+x-57>0y 2% +2—57 341, de la ecuación (8) 
llegamos a la conclusión de que 3z* + 3 = 10x, de donde obtenemos: 
90204 
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Estos dos valores han de ser comprobados poniéndo- 


los en la ecuación (8). Con x= 3 obtenemos (—45)%% = (45) Y, 
es decir, una igualdad cierta. 





5) 1 Se 
Con ==, la ecuación (8) toma la forma: 


(4017 (307. 


Esta anotación no tiene sentido (un número negativo se eleva 
a una potencia fraccionaria). Esto significa que sólo z = 3 es la raíz 
de la ecuación (8). 

Resumiendo, llegamos a la conclusión de que la ecuación (8) 


tiene cinco raíces: 2,,,= sti Je ¡ 1=7,2%= a A y 








Eg 8, 


EJERCICIOS 
Resuelvan las siguientes ccnaciones; 


701. (y ()=% 702. 2.5% 0001 -(109-9)2, 


m. (Pg 


704. (0.07 (> En Se 


1 
705. E o e aaa 43 


TOG. 10% 5X-1.2%- 0980, 

707. 29%.3x—23%-1.3xt1= —288, 
708. 2-71X—5 

709. 3:50 
710. 135 39-343=0. 

712. pue —4.97%14 911581 80=0. 











Ti. A =p 
qua. ¿VU FI_2V FI 0, 

qe 2 VTA (yay AV 1_g=0, 

715. 507 —35-5%% 35-75 =0, 

TAO. 4E—30-048= 340,5 22%, 

717. es VIV 3 =4. 718 4%40%=2-9%, 
25 15.10%, 720. 16% 436% =2-81%, 


72. E AR — 53-147 4-2.495+0 
722. qe qu 2 Got te. ger 
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723, 2%-—2:(0,5)2% — (0,54 1=0, 
724, 27-273% 49.2% — 29% 27.2% =3, 
Are IA 4 
es (aya po yy =- 
Q+V3) +(— 3) 2=V3 
x* q 
A E 


728. (2—a—1)"=1=1. 72. UN 

730. (12 "*=(2—2)12, 

734. (324 9*+2= (Gu —4)5%, 

733. 82-24 2D*—2=0. 

E E OS EN Y 318. 
E A E ES 
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AL resolver ecuaciones logarílimicas se ulilizan dos metodos fun- 
damentales: 1) paso de la ecuación logaf (1) = log,g (<) a la ecua- 
ción f (2) = g (2); 2) introducción de nuevas variables. En ciertas 
ocasiones es preciso aplicar procedimientos artificiales. 

Ecuaciones logarílmicas. Consideremos das cenaciomes logarit- 
micas de la forma 


log,] (2) = loga8 (2), (1) 


donde a>0 y ax 4. 
La resolución de semejantes ecmaciones se basa en el siguiente 
teorema: 
EoREMA 1. La ecuación log, f (1) = log, £ (x) es equivalente al 
sistena mizto: 
1(2) =8 (2) 


H(x2)>0 (2) 
g(x)>0. 


Es de notar que para resolver la ecuación (1) no es vbligatorio ro- 
solver el sistema (2). Se puede operar de otro modo: resolver la ecua- 
ción 


1)=8() (3) 
y de sus soluciones elegir aquellas que satislacen el sistema de de- 
sigualdades 
1(33>0 
g(1)>0, i 


es decir, que pertenecen al campo de definición de la ecuación (1). 


(4) 
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Al resolverlas ecuaciones logarítmicas se hace uso de distintas 
propiedades de los logaritmos. P. ej., estudiemos la ecuación 


logaf (2) + 108,8 (2) = logah (2). (5) 
Ella se lransfocma a la forma: 
loga Y (2)-g (2) = logoh (2). (6) 


Pero las ecuaciones (5) y (6) pueden ser equivalentes. En efecto, el 
campo de definición de la expresión log,f (x) + 108.8 (2) se prefija 
con el sistema de desigualdades dd pla 
de definición de la expresión log, (f (2) g (x)) se preestablece con 
la desiguldad f (2)-g (2) >0 que, a su vez, es equivalente al 
conjunto de los sistemas de desigualdades:* 


M=)>0. o 
g()>0" g(x) <0" 


Así. pues, al pasar de la ecuación (5) a la (6) es posible que se pro- 
duzca la ampliación del campo de defivición do la ecuación (5) 
(a cuenta de la resolución del último sistema de desigualdades), o 
sea, que pueden aparecer raíces extrañas. Por esta razón, después de 
resolver la ecuación (6), es preciso elegir entre sus raíces halladas 
aquellas que pertenecen al campo de definición de la ecuación ini- 
cial (5), es decir, quo satisfacen el sistema de desigualdades 

f(x) >0 

g(=)>0 

h (2) > 0. 
Semejante prueba es parte inseparable de la resolución de una ecua- 
ción logarílmica. 

Claro está, la verificación puede ser realizada también de otros 
procedimientos, p. ej., con ayuda de la suslitución directa de las 
soluciones halladas en la ecuación inicial. 

Analicemos ahora las ecuaciones de la forma 


en tanto que el campo 


logataf (2) = logaog (2)- (7) 


Su resolución se apoya en el siguiente Leorema. 
Teorema 2. La ecuación (7) es equivalente al sistema mixto: 


10) =8(2) 
f(3>0 
gtx)>0 
aír)>0 
ay +1. 
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Con otras palabras, las raíces de las ecuaciones (7) son aquellas, 
y sólo aquellas raíces de la ecuación f (2) = £ (7) que, simultánea- 
mente, satisfacen las siguientes condiciones: 


109>0, 2 (0) >0,2 (2) >0, «e (1) +l 
(con estas condiciones se prefija el campo de definición «e la ecua- 
ción (7). 
EJEMPLO 1. Resolvamos la ecuación 
log, (1? — 3x — 5) = log, (7 — 2x). (5) 


soLUCION. De acuerdo con el teorema 1 la ecuación (8) es equiva- 
lente al siguiente sistema mixto: 


n—31—5=7—2% 
(3350 (9) 





7-21 >0. 
Después do resolver este sistema, oblenemos: 1, = 4, 1, = —3. 
De estos dos valores sólo - = —-3 satisface las dos desigualdades del 


sistema (0) (es decir, el valor de z = 4 no pertenece al campo de de- 
finición de la ecuación (8)). Por esto, la solución de ésta es. =-— 3, 
EJEMPLO 2. Resolvamos la ecuación 


log (< + 4) + log (2x + 3) = log (1 — 21). (10) 
SOLUCION, 'Transformemos la ecuación (10) a la forma 
log ((x + 4) (27 + 3)) = log (1 — 22) 
y, a continuación, 
(244) Q7 43) =1—2z. (11) 


De la ecuación (11) hallamos: x, =—1, x, = —5,5. 
El campo de definición de la ecuación (10) se preestablece con el 
sistema de desigualdades: 


r+4>0 
21+3>0 (12) 

1-21>0. 
Ponieudo las raíces de la ecuación (11), una tras otra, en el sis- 
tema (12) nos cercioramos que zx, =—Í satisface este sistema, 
mientras que z, =—5,5 no lo satisface. Así, pues, z =—1Í es 


la unica raíz de la ecuación (10). 
EJENPLO 3. Resolvamos Ja ecuación 


log, (22 — 1)= lug 1 (21). (13) 
2 
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souución. Ante todo, pasemos en la ecuación (13) a los logarit- 
mos con iguales bases. Como log, = log,x0V*, la ecuación (13) 
se translorma al aspecto 











log, (1?—1) == 108, , 1 (2—1)”- 
(6) 
A continuación, tenemos log, (12—1) == —log, (u-—1), 
log, (1*— 1) =108, =p (14) 
i od A 14V5 
Habiendo resuelto la ecuación (14), hallamos: 2, 0, 1, ===, 
1-15 
l¿= se % 
Nos resta elegir entre los valores oblenidos aquellos que satis- 
5 A 2—-1>0 
lacen el sistema de desigualdades pla o. 
Rosolviendo esto sistema, hallamos que x>1. De dos valores 
obtenidos Xi, %z, 23 Sólo 2¿= 1 satisface la desigualdad 


z>1. Así, pues, 2= AER es la única raíz de la ecuación (13). 
EJEMPLO 4, Resolyamos la ecuación 
Log xs, (2? 1) = 108 (52). (15) 
soLución, Según el teorema 2 osta ecuación es equivalento al sis- 
tema 
a2—i=bx 
2—-1>0 
5-r1>0 (16) 
z4+4>0 
12441. 








Después de resolver la ecuación que entra en el sistema (16), 
obtenemos: zx, =2, 2, =—3. De estos dos valores sólo x = 2 sa- 
tisface todas las demás condiciones del sistema (16). Así, pues, 
x=2€s la raíz de la ecuación (15). 

T 

z 
log uW 


EsautLo 5, Resolvamos la ecuación log?z + logx+1= 


$ 14. Ecuaciones logarítmicas 135 


E pa 
SOLUCIÓN. Como log += log x—i, la ecuación dada puede 
reescribirse en la siguiente forma: 


log2x + log 24 1= 4 


loga=1T* 
Haciendo u = log x obtenemos la ecuación 
7 
2 e 
wt+u+l= pe 


de donde ballamos que u = 2. De la ecuación log x = 2 hallamos 
zx = 100. Es fácil cerciorarse de que ésta es la única raíz de la ecua- 
ción inicial, 
EJEMPLO 6. Resolvamos la ecuación 
log?x* — log (0,1x*) = 0. (17) 
SOLUCIÓN, Tenemos 
(log x*)? — log 2!" — log 0,1 
9 logiz—10log|x|+1=0, 
y, a continuación, 
91l0g?*1—1i0logx4+1=0 





(en el caso dado |x| = x, ya que el campo de definición de la ecua- 
ción (17) se prefija con la desigualdad z > 0). 

Haciendo u= log x= obtenemos la ecuación cuadrálica Qu? — 104-L 
+1=0, cuyas raíces son u=1, u=h. Queda por resolver el 
conjunto de ccunciones log +=); log 2= + 





De la primera ecuación obtenemos zx, =10, de la segunda, 
xy == y 10. Estos valores de x son también las soluciones de la ecua- 
ción (17). 

rsempio 7. Resolvamos la ecuación 


logos. 1?— 14 logy5x 12? + 40 log. Y 3 =0. 


soLucióN. Pasando en todos los logaritmos a la base 2, obtenemos 





log, 22 14 log, 2 + 40 log, Y 7 
log, 0/52 log, túr Yog¿ 42 — 


2log, ll á2logsx , 20logsr _p 
E A 





y, seguidamente, 
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De la ecuación dada se desprende que z>0 y, por lo tanto, 
|z= | =0, es decir, log, | | = log, 7. Haciendo u = log, x, oble- 
nemos la ecuación: 





cuyas raíces son u¡= — x , 4¿=0, 14=2. 
» y 2 2 r “3 


Ahora, el problema se reduce a resolver el siguiente conjunto de 
ecuaciones: 


log,x=0; log,1=2. 





y2 
2 





De la primera ccnación hallamos 7,= , de la segunda, 


x¿=1, de la tercera, 23 =4. 

Todos los vaJoros hallados son las raíces de la ecuación inicial 
(cerciórense de ello por su cuenta). 

rigmrio 8. Resolvamos Ja ecuación log (20 —x) = log? x. 

souución, Esta ecuación no puede ser resuella con ninguno de los 
procedimientos estudiados en los anteriores problemas. Hallemos 
alguna de sus raíces según el método de selección. En nuestro caso, 
obtenemos x, = 10. Pero no podemos considerar que la ecuación ya 
está resuelta: es posible que ella tenga otras raíces. Demostremos que 
no las tiene. Está claro, que las raíces de la ecuación se deben buscar 
en el campo de su definición, os decir, en el intervalo 10;201. Jin éste, 
la función y =Jog (20 — x) decrece, mientras que la función 
y = log? z, crece. Pero, entonces, si la ecuación tiene raíz, ésta será 
sólo una (véase la pág. 121). Así, pues, z = 10 es la única raíz de la 
ecuación dada. 

2. Feuaciones exponenciales-logarílmicas. En este apartado va- 
mos a estudiar ecuaciones que pueden ser consideradas Lanto expo- 
nenciales como logarítmicas. 

EJEMPLO 9. Resolvamos la ecuación 


ql-108x= 0,01. (18) 


soLución. El campo de definición de Ja ecuación es z > 0. En 
este campo, las expresiones que entran en aulbos miembros de la 
ecuación (18), sólo toman valores positivos, por lo que al tomar los 
logaritmos decimales de dos miembros de la ecuación, obtenemos la 
echación 


log x!-10e*== log 0,01, 
equivalente a la ecuación (18). A continuación, lenemos 


(1 — log x) log x = —2. 
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llagamos u = log x, obtenemos la ecuación (1 — 4) 1 = —2, 
de «donde e, = —T; us =2. Queda por resolver el siguiente conjua- 
to de ecuaciones: log x = —1; log x = 2. 

De este conjunto, obtenemos: 1, =0,l. x, = 100. 

Estas serán las raíces de la ecuación (18). 

EJEMPLO 10. Resolvamos la ecuación 


log, (3x108sx + 4) =2 log, x. (19) 


soLucIóN, Haciendo uso de la definición del logaritmo, translor- 
memos la ecuación (19) a Ja forma: 


ati x= Br, 


Haciendo u=xl%x*, obtenemos la ecuación u?— 3u—4=0, 


cuyas raíces son u=—1, uy=4. 
Ahova, el problema se reduce a la resolución del siguiente con- 
junto «de ecuaciones: 210fs* =-—]; xl0Kst =4, 


Como al%sx>0 y —1<0, la primera ecuación del conjunto 
no tiene soluciones. Tomando los logaritmos por la base 5 de ambos 
miembros de la segunda ecuación del conjunto, oblenemos 


log¿x=1l0g,4, es decir, log¿r=+ | log, 4, 


de «onde hallamos 2, =5%Y1%:%. Como es Sácil cerciorarse, éstas 


son las raíces de la ecuación (19). 
FIEMPLO 11. Resolvamos la ccuación 


1 
logs (5% + 125)= logs 6-+ 14 37- (20) 
SOLUCIÓN, Primero vamos a considerar esta ecuación como Joga- 


E 1 ES id 4 
rítmica. Como 14-37 =10855 2. escribimos la cenación (20) en la 
forma: 


X U 
logs (5% +125)=10g, 6-+ logs 5. 


A continuación, tenemos 


1 
log, (5* -+-125) =1l0gs (6-5-5 
1 1 





5 +125=30-5%. 
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Hemos obtenido una ecuación exponencial que puede ser resuclta 
según el método de introducción de una nueva variable. Haciendo 


== 55, hallamos la ecuación u? — 304 4125 =0, cuyas raíces 
son u, =5, uy = 25. 

Ahora, el problema se ha reducido a la resolución del conjunto 
de dos ecuaciones: 





De la primera ecuación obtenemos + , de donde z; 
0. s, 1 
La segunda ecuación nos proporciona =2 de donde x= 


A 


Así, pues, la ecuación (20) tione dos raíces; a=+ y %= 


EJERCICIOS 
Resuelvan las ecuaciones 


2 





736. log, = log, (42). 737. logs ((2—1) (21—1))=0. 


4-43 

. 1085 E 

740. log (4,5—=)=1l0g 4,5 —log 1. 

741. log 152 —4+l0g VU xP 1=2+l0811,18 

742. log 1754 log 1223 +1=108 31. 

743. log(=*4+27)—0,5 log (2? +61 49) = 3 log H7- 

744. log 5+ log (1410) =1—log (27 —1) 4-l0g (21—20). 

745. log (32 —11) Flog, (1—27) =3+ log, 8. 

. A—logx _ log? t4—log?4 

A Toa 

767. logo (24107 + logs VITF 2 1=0. 

Dog (852) 9 gp, do 24 log (50 
Tag 6=) log] 2x1 





=-2 739. log (2-4+1,5)=—logz. 








E 2 
750. log, lug, ¡/5z=0. migo! lo. ==" ==3 
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758. log, Lr-+ 12j:l0gz 2=1. 





- 142 l0gx 2-log, (10—=)= 


+ Logs (228214) 1080 04049 
- 0,1 log*x—log?z+0,9 
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. 9logx 2 log 2=2 +4. 


á—z 





- A+ logs == (log 21) logr 10. 


Te,r* 


log ¡2=1l0gw4. 


ez 


E 








0. 





2 


- 4—logz=3VÍogz. 707. log*(100:) +log? (10) =14 log 2 + 15. 
1—log? r pais 
logz—2logrz er to 


- log E mlogh 5. 

. log (log 1) +log (log 3—2)=00, 771. log, 24 log, 1=2,5. 

- log? 4x+l0gz += 2 
12 





1 
ley ==? 
Z y 


+ 310810 (12142) 4 logo (1/2 Tx) logre (4241) —M,5. 


776. 2108x 34-l0gsx 34-3 logox 3=0. 


4 
+ l0Bxs1 (37) =108,_ 1 (0+9. 
z 
+ LoBaxsr (52 4-3) +l0g;w.7 (Bz-4-7)=2. 
(0/69 96% =+U = (0,25)2- 1080, 
y (1,25) !loe3x (9,64)? loza 2x 


oo a000e, 782. V VE pp, 


log, pa 2% log x+7 
z 





.£ =4 Máx *  =10M2x+, 
4 (2) bes x-1 
( yaa (2-1) 


786, ¿Mb itioz. 








- logs (217? 4)4-4=2r, 
789. 
79. 


Ag loss I,logs d+ 4, 790, 95103: 282, 





¿l0Be nd toghx4a_ 4 
z 


A. 


. log x=_glogx=1 =318x+1_glogx-t 
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793. 2016 AG Gr 5, 794. ado) x 9-3 log] = A 
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, 
+08, 2 Oe E 
Togzr: ¿Ob + 
A TE e E 


297. log (3* —27*)=2--,25 log 16—M,5z log 4. 
798. log, (9 —2%) 251085 V3=x, 
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3)—x log, (ri 22—3)=.0 
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$ 15. Sistemas de ecuaciones exponenciales 
y logarítmicas 


AL cesolver sistemas de ecuaciones exponenciales y logarítmicas 
se utilizan los mismos procedimientos que al resolver sistemas de ecun- 
ciones algebraicas. Hay que indicar solamente que, en muchos ca- 
sos, antes de aplicar uno u otro método para resolver el sistema, es 
preciso transformar cada ecuación del sistema a la forma más senci- 
lla. 

EJEMPLO 1. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


[ 25% + 25% = 30 


25%4=35 


(1) 


y 


SOLUCIÓN. Hagamos u = 25%, v = 25% y obtendremos el sisto- 
ma de ecuaciones 


( u244=30 

uw=5Y 5, que liene cuatro resoluciones: 
o (my, es: (1 1% 
=Yy5' m=5 ' o. —Y5 vy=-—5, 


Pero u =25%, v =25", o sea, u >0, v>0, lo que siguifica 
que de las cuatro soluciones sólo hay que tomar las dos primeras. 
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Así, pues, el problema se reduce a la solución del sigiiente con- 
junto de sistemas de ecuaciones: 





25*=5 m=Yy5 
25=y5' l 251=5. 
Del primer sistema hallamos: a=3, u=+ del segundo: 


1 
E 


De modo que el sistema (1) tiene dos soluciones: ( 
1.1 
16 S 3) A 
eJemrio 2, Resolvamos el sistema 
2.39 = 12 . 
9.348. a 
SOLUCIÓN, Multiplicando, término por Lérmino, las ecuaciones del 
sistema (2), oblenemos la ecuación: 
2.3 —=216 o bien 6Y=69, 
de donde z +-y =3. 


Dividiendo, término por término, la primera ecuación del sistema 
(2) por la segunda, obtenemos la ecnación 


au. z Lo bien (9) = 











3 3 3 
de donde z—y=1. 
ci e . > 14y=3 
Á continuación, del sistema de ccunciones ca] hallamos 
Py 


2=2, yl. 


De forma que el par (2; 1) es la solución del sistema (2). 
riemPLO 3. Resolvamos el sistema 
at 4 
Leo, 


(3) 


soLución. Tomando los logaritmos por la base 2 de ambos miemn- 
bros de cada una de las ecuaciones del sistema (3), oblenemos el si- 
guiente sistema de ecuaciones: 
( log, 19*=2 ( (y —2) log. 1= 2 
o bien 
log, 2-3=6, (2y—3) log, 7 =6 


Es evidente que x 34 0, es decir, log ¿2 40, por lo que dividien- 
do la primera ecuación de este sistema por la segunda, cbtenemos 
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= En de donde y =,3. Poniendo este valor de y en la ecua- 





ción (y — 2) log¿r = 2, hallamos log,1 = 2, o sea, x= 4, 
Asi, pues, el par (4; 3) es la solución del sistema (3). 
EJEMPLO 3. Resolvamos el sistema de ecuaciones 

5 


( quer y y tés 
log, y-log, (y—3x)= 1. 


SOLUCION, Reduzcamos la primera ecuación del sistema (4) a una 
forma más sencilla. Para ello, tomemos los logaritmos por la base y 
de ambos miembros de la ecuación: 

log, x E 
log, (1% *- y) = log, a? 


y, 0 continuación, logy au" y log, y => log, Hi 
log +1=3 10 
og +1 =3 log, 7. 
Haciendo 1 = log, x= obtenemos la ecuación evadrática con relación 
5 1 deci: 
au u—zu+ 1=0, cuyas raícos son u=2, u ==>. Esto signi- 


fica que log, 2= 2, entonces z= y?, o bien logy 2= => siendo aquí 


Py, o sea, g=2%, Así, pues, la primera ecuación del sistema (4) 
se lia reducido al conjunto de dos ecuaciones más sencillas: 





=yyy=.x.. 


Ahora, reduzcamos la segunda ecuación del sistema (4) a una 
forma más sencilla. Para ello, pasemos al logaritmo por la base 4: 


logs (432) 4 


y y 


y, seguidamente, log, (y — 31) = 1, de donde y — 3x =4. 
Ahora, queda por resolver el conjunto de dos sencillos sistemas 
de ecuaciones: 
r=y y=x 
y—ii=4' y—31=4. 


El primer sistema no! tiene soluciones, el segundo, dos solucio- 
(4; 16), (1; D. 
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VERIFICACIÓN. Las soluciones del sistema (4) deben satisfacer las 
Tos 
y>0 
y—-32>0 
yAl. 

El par (4; 16) satisface este sistema, el par (—1; 1), no. O soa, 
(4; 16) es la solución única del sistema 4. 


siguientes condiciones: 


EJERCICIOS 


Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones; 
3 y9-y 2 po, 65 
si (6) 5) =$ 
1y—14y=118, 
2%-/-24=12 808. ( 642x 4 04%V =12 
24y=05. 04 =4 y 2, 
8*=|IMy 810. aba 
2% =5y. 37.44 =432, 


Bill. , 3—24=77 812. 241 =27 


82%. (3(2log,sr—log y y)=10 


3 


813. pa 8lñ. ds 
yo 3 
Ni 
Ala OS 816. gia 
xy=46. 
817. flog (12+y2) —1=l0g 13 
( log (7-+ y) —10g (2 —y)=3 log 2. 
818. (500251052 9)=25 
ay=04 
819. pe 48 =32 820. PRA me 
log (1—y)?=2 log 2. log (1—y)+-l0g (2+y)= 142 log 2, 
a 
821. (5 (1 2)*-4=12 
qoetay=s 2%) 
822. (3%.24=576 823. [ log, 243106317 
a =4. ea 


ay=81. 
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1 
825. ( 108 (4 —2) Flog: 7 = 2 
224 y2=25. 
825. ¡ +) mu 
3 log, (r+-y)=x— 
[ u=y* 
A=yv > y>0). 
828. (20210814 7yl083*=81 3 
( log, 22 4-loga; y? = 5 3 


Yo 
827. 





log, y 
829. | lo 43 20 
Le gy 
logs ES x-log, y =P. 


830. y loga(r4-9) 1-2 1080 (14) =5 
25.9 n 4 grin, 
Peres =y 





loga (<— 1) —1og: (3—2). 


832. a do log y -lug (2 —1) 
log y-log (2 +y)=1l08 x-1og (1 —y). 

833. [40 =2749%V 
Lonas 2 == ZII 47 BR, 
83%. y 2212-20 = —3y4x Y 
[zrzmo ETS A 





$ 16. Desigualdades racionales 


1. Naciones fundamentales. Lleva el nombre de campo de defini- 
ción de la desigualdad f (x) > g (2) el conjunto de todos aquellos va- 
lores de z con los que tanto la [unción f (x) y la función g (2) quedan 
definidas. Con otras palabras, el campo de definición de la desigualdad 
1 (2) > g (a), es la intersección de los campos de definición de las 
funciones f (2) y £g (2). 

Recibe el nombre de solución particular de la desigualdad [ (2) > 
>4 (2) todo aquel valor de la variable z que la satisface (es decir, todo 
Valor de x con el que la enunciación «el valor de la función f (x) es 
mayor que el valor de la función g (2)" os cierto). Solución de la desi- 
gualdad se denomina el conjunto de todas sus soluciones particulares. 

Llevan el nombre de equivalentes dos desigualdades con una varia- 
ble z si sus soluciones coinciden (en particular si ambas desigual- 
dades no tienen solución). Si cada solución particular de la desigual- 
dad $, (2) > £, (2) es, simultáneamente, la solución particular de 
la desigualdad f, (1) > 82 (2). obtenida después de transformacio- 
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nes de la desigualdad f, (x) > £, (x) (es decir, si la solución de la 
primera desigualdad entra en la solución de la segunda), la desigual- 
dad f, (2) > £, (2) lleva el nombre de corolario de la desigualdad 
1, (2) > g, (2). En los siguientes teoremas se tratan las transforma- 
ciones que conducen a desigualdades equivalentes. 

TEOREMA 1. Si a ambos miembros de una desigualdad añadimos una 
misma función q (x), definida con todos los valores de x del campo de de- 
finición de la desigualdad inicial y, con ello, el signo de desigualdad 
queda invariable, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

Así, pues, las desigualdades 


10>¿Dy 0) + o (0>8 (0) + 0() 


son equivalentes si q (x) satisface la condición del Leoroma. 
COLORARIO, Las desigualdedes 


10+o(0>28(01/()>e8 (2) — q (2) 
son equivalentes, 

TEOPEMA 2. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por una misma función q (x) que con toda x del campo de de- 
finición de la desigualdad inicial sólo toma valores positivos y, con ello, 
el signo de desigualdad queda invariable, se obtiene una desigualdad 
equivalente a la dada. 

Así, pues, si p (1) > 0, las desigualdades 

>) y ((5)0()>:£()-0(2) 
(o bien PE> 16) sou equivalentes. 

COLORARIO. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por un mismo número positivo, conservando el signo de de- 
sigualdad, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

TEOREMA 3 Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por una misma función «y (x) que con toda x del campo de 
definición de la desigualdad, sólo toma valores negativos y, con ello, 
el signo de desigualdad cambia por el opuesto, se obtiene una desigualdad 
equivalente a la dada. 

Así, pues, si y (1) < 0, las desiualdades 

1()>8(0) y H(2)-0(2) <g (2) p (2) 
(o bien ta < E) son equivalentes. 

COROLARIO. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican (o 
dividen) por un mismo número negativo, variando el signo de desigual- 
dad por el opuesto, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

TEOPEMA 4. Sea dada la desigualdad Í (2) > £ (2), con la particu- 
laridad de que f (2) >0 y g (2) > 9 con toda zx del campo de definición 
100204 
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ón de la desigualdad. Si los dos miembros de la desigualdad se elevan a 
una potencta natural n, dejando el signo de desigualdad sin variar, se 
obtiene la desigualdad 


UY > (Ey 


equivalente a la dada. 





OBSERVACIÓN. Más arriba ($7) ya indicamos que al efectuar transformaci 
nes idénticas, es posible la variación del campo de definición de la expresión, 
p. ej., al reducir a términos semejantes, simplificar una Jracción, puede pro- 
ducirse la ampliación del campo de definición. Durante la resolución de desíi- 
gualdades, como resultado de las transformaciones idénticas, puede oblenorse una 
desigualdad no vquivalente, Como ejemplo, estudiemos la desigualdad 


Vi+x—1>Y 15. (1) 


Adicionando a ambos miembros de la desigualdad una misma función 
(2) = — Pz, vbtenemos la desigualdad 














Via 1 3> 3547, (2) 
equivalente (según el teorema 1) a la desigualdad (1). A continuación, tendremos; 
1—1>-—5, (3) 


de donde z > —4. Pero la desigualdad (1) tiene la solución x3> 0, es decir, 
las desigualdades (1) y (3) no son equivalentes (la desigualdad e es el corolario 
de la desigualdad (1). La cuestión radica en que la desigualdad - — 1 > —5 
tiene un campo de definición más amplio que la (1); dicha ampliación ha tenido 
lugar como resultado de la reducción a términos semejantes en la desigual- 
dad (2). Por ello, después de ejecutar transformaciones idénticas, que condujo- 
ron a la ampliación del campo de definición de la desigualdad, de las soluciones 
obtenidas hay que clegir aquellas que pertenecen al campo de definición de la 
desigualdad inicial. 


2. Desigualdades racionales. Examinomos la función 





fe—ay'" ra)” 
EA 
donde R,, Ra, ..., Mal Mis Ma, y m, sou números naturales, 


mientras que a, y b, son tales que a 4b,(¡=1,2,3, ..., Mm j= 
=1,2,3,..., p). Las desigualdades del tipo f (x) > 0 llevan, en 


laa) A 4) 
(2—bp)"P 





1(2) 








Fig. 6 


este caso, el nombre de racional. En los puntos x =4;, 2= la ... 
z = €, la función f (x) se reduce a cero (dichos puntos se deno- 
minan ceros de la función), los puntos == b,, x= 
= b, son los puntos de discontinuidad de la función f (x). Si todos 






er 
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los ceros de la función y los puntos de discontinuidad se marcan en la 
recta numérica, ellos la dividicán en k + p +4 intervalos. Como 
sabemos del curso de análisis matemático, dentro de cada uno de 
esos intervalos la función f (x) es continua y conserva el signo cons- 
tante. Para establecer este signo es suficiente tomar cualquier punto 
del intervalo que nos interesa y determinar el signo de la función en 
dicho punto. 











pienvLo 1. Resolvamos la desigualdad EE El EPI 
+2 (22) (r-4- 3) 
los puntos 2, =0, 24 = 2, 1, = —3 y sufre discontinuidad en el 
punto x, = 4. Estos cuatro puntos dividen la recta numésica en cin- 
co intervalos (fig. 6): ]—oo; —3 [, ]—3; 0[, 10; 21,]2; 
41, 14; oo [. Determinemos el signo de la función f (2) en cada uno 
de estos intervalos. 


0. 


soLucióN. La función /(2)= se reduce a cero en 


En el intervalo J—co; —3l tomemos el punto x = —4. Tenemos 
1(—4) < 0, de modo que en J—oo0; —31 f (2) < 0. 
En el intervalo )--3; O[ tomemos el punto - = —1. Tenemos 


1 (A) > 0, de modo que en J—3; Olf (2) > 0. 

En el intervalo JO; 2Í tomemos el punto z = 1. Tenemos f (1) > 
> 0, de nodo que en ]0; 2 1f (x) >0. 

En ol intervalo 12; 4Í tomemos el punto x = 3. Tenemos f (3) < 
<. 0, de modo que en J2; 4[ f (1) < 0, 

En el intervalo ]4; col tomemos el punto - = 5. Tenemos f (5) > 
> 0, de modo que en J4; col f (x) > 0. 

Teníamos que resolver la desigualdad f (2) >0. Del razona- 
miento que hemos realizado queda claro que dicha desigualdad se 
verifica en los intervalos ]-—3; Ol, ]0; 2ly]4; ool. 

La unión de estos intervalos es, precisamento, la solución de la de- 
sigualdad dada. 

La solución se puede escribir con dos procedimientos: 

1) 1-3; OLulO; 21Ul4; oo,l; 

2) 3<1<0;0<7<2, ¿<zr<o, 

En la práctica, para resolver la desigualdad f (2) >0(<, 
>, <, respectivamente), donde f (x) es una función de la forma 
(4), se emplea el llamado método de los intervalos que es un método 
geométrico de resolución, basado en las tres siguientes afirmaciones, 
evidentes en suficiente grado: 

1) Si c es el mayor de los números ay, b;, en el intervalolc; col 
la función f (x) es positiva. 

2) Si ajb, (correspondientemente by) es un punto tal que el expo- 
nente 2, de la expresión (1 — a;¿)"« es un número impar, a la derecha 
e izquierda de a, o hy, la función tiene signos contrarios. 
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Semejante punto a, (correspondientemente by) recibirá el nombre 
de simple. La afirmación enunciada más arriba quiere decir que al 
pasar por un punto simple la función f (z) varía su signo. 

3) Si a, (correspondientemente by) es un punto tal que el exponen- 
te n, de la expresión (z — a;)'i es un número par, a la derecha y la 
izquierda de a, (en intervalos adyacentes) la función f (2) tiene igua- 
les signos. 

Tal punto a, (correspondientemente b,) recibirá el nombre de 
doble. La afirmación enunciada más arriba quiere decir que al pasar 
por un punto doble la función no varía su signo. 

Así, en el ejemplo 1 dos puntos  = 2, z=—3, z = 4 son sim- 
ples y el punto z=0, doble. Los signos de la función f (x) en los in- 
tervalos se muestran en la fig. 7. 





Fig. 7 


Así, pues, f (x) >0 en los intervalos J]—3; OL, JO; 21, J4; col. 
Esto es lo mismo que lo que obtuvimos más arriba al resolver el 
ejemplo 1. 

El método de intervalos, basado en las afirmaciones enunciadas 
con anterioridad, se emplea para resolver desigualdades de la forma 





ar ea e. ap) Es 
= z >0 (<0). (5) 
TA E E ad TS 


Consiste en lo siguiente: 

1) Con redondeles no sombreados en la recta numérica se marcan 
todos los ceros y puntos de discontinuidad de la función f (x), que 
entran en el primer miembro de la desigualdad (5). 

2) Comenzando sobre la recta numérica, de derecha a izquierda, 
se traza una curva ondulada que pasa por todos los puntos marcados, 
teniendo en cuenta que al pasar por un punto simple la curva cruza 
la recta, mientras que al hacerlo por el punto doble la curva se que- 
da por el mismo lado de la recta numérica. 

3) Se eligen los intorvalos de acuerdo con el signo de la desigual- 
dad (5) (f (4) >> 0 allí, donde la curva está sobre la recta numérica, 
1(3)<0 allí, donde la curva esté debajo de la recta); su unión es 
Ja solución de la desigualdad (5). 

Para dar facilidad, el punto doble se designa en el diseño con 
una raya por abajo. La curva descrila más arriba se denominará 
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curva de signos. En la fig. 8 se muestra la curva de signos de la desi- 
gualdad del ejemplo 1. 

Señalemos, además, que en las desigualdades no estrictas 
Í(1)>06 bien f (2) < 0, donde f (z) es una función de la fouma (4), 








Fig. 8 


los ceros do la función se marcan en el diseño con redomleles sombre- 
ados y se incluyen en la solución. Los puntos de discontinuidad siom- 
pre se representan con redondeles no sombreados y no se incluyen en 
la solución, 
(245) (2 13) (04 12) 
(22—3) (4x-P5) 

SOLUCIÓN. “Pramsformemos la desigualdad a la forma 

4 1D (+ 2) 


(¿jale 


La variación de los signos de lu función f(x) = 
4) (+ 2) 


3 S 
(3) (+7) 
aquí todos los ceros y puntos de descontinuidad son puntos simples 
(fig. 9). Aquellos valores de x con los que f (x) < 0 (sombreados), 


Le, Ll, HEY 
25 17 Ez En +S L 


yacen en los intervalos Joo; =s] sl 1-Y2; —+ [y] + val. 
La solución de la desigualdad es la conjugación de los indicados 
intervalos. 
EJEMPLO 3. Resolvamos la desigualdad 244 — 5% + 22< 0. 


SOLUCIÓN, Tenemos 23(1—2) (1-4)<0 y, a continuación, 


EJEMPLO 2. Resolvauos la dosigualdad <0. 


<0. 


se ilustra con ayuda de la curva de signos; 





z(2—2) (13) <0. 
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Trazamos la línea de signos (fig. 10). Como la desigualdad profi- 
jada no es estricta, ella también se satisface con los valores de x 
con los que el primer miembro de la desigualdad se reduce a cero. 
Dichos puntos se designan enla fig. 10 con redondeles sombreados. Así, 


2 E 








Fig. 10 


pues, la desigualdad dada tiene las signientes soluciones: ]—oo; 0] 
1 

Ú [+ 2] . 
EsempLo 4 Resolvamos la desigualdad AE 0. 


soLucIóN Multipliquemos ambos miembros de la desigualdad 
por (—1), después de lo cual ps» 






3x—18 : —0) (2-+3) 
mpaS0 o bien E 0-7 S0. 


Simplificando la fracción en el primer miembro por x — 6, obte- 


nemos = <O0 y, con ayuda de la curva de signos (fig. 11, a), 











Sig. 11 


hallamos el intervalo [—3; 7l. Eliminando del conjunto hallado el 
valor de x = 6, como no perteneciente al campo de definición de la 
desigualdad inicial (fig. 11, b), obtenemos la siguiente solución 
1-3; 61UJ6; 7l. 

EJEMPLO 5. Resolvamos la desigualdad 
6 


6-3) (142 
E <i. 


a 





—1<0 y, a continuación, 





SOLUCION. Tenemos 


>0 


45 


E-0EFn 
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+5 
E-D0E+1 
[£ig. 12). Con su ayuda hallamos la solución de la desigualdad: 
I-5; —1(UI1; oo[. 


Trazamos la curva de signos para Ja función f(1)= 


PELAR DAA 


a! E 








Fig. 42 


EJEMPLO 6 Resolvamos la desigualdad 
(19 (242) (73) (140) 


7 


<0. 


soLucióN. Marquemos en la recta uumérica los cecos de la función: 
1, —2, 3, —6 (redondeles sombreados) y los puntos de discontinui- 








Fig. 13 


, 7 (redondeles no sombreados), destacamos los puntos dobles: 
y trazamos la curva de signos (fig. 13). Escribamos la solu- 





ción: 
—6<1< 2; -2<1<00<1<ti3<1< 7 


o, de forma más sencilla, (—6; OLUJO; 11 U (3; 71. 
vsempLo 7. Resolvamos la desigualdad EH. <0 
23245 
soLUCION. Ei discriminante del denominador D =9Y—20<0. 
Pero, como sabemos, si el discriminante de un trinomio de segundo 
grado ax + bx ++<c, donde a>0, es negativo, la desigualdad 
a? + bi4+c>0 se verifica con toda z. 

Así, pues, el denominador del primer miembro de la desigualdad 
dada es positivo con cualesquiera valores de x y, por ello, después de 
multiplicar ambos miembros de la desigualdad por 2? — 3x +5 y, 
conservando el signo de desigualdad, obtenemos la desigualdad 
3x + 4< 0, equivalente a la prefijada. Su solución y, por lo tanto, 
la de la desigualdad dada, es el intervalo numérico |—00; 4 [. 

3. Sistemas y conjuntos de desigualdades con una variable. 
Varias desigualdades con una variable forman un sistema de desi- 


152 Primera parte. Algebra. Capítulo If 


gualdades en el caso cuando se plantea el problema de la búsqueda 
de aquellos valores de la variable que salisfacen, simultáneamente, 
a cada una de las desigualdades dadas- 

Varias desigualdades con una variable forman un conjunto de 
desigualdades en el caso cuando se plantea el problema dela bús- 
queda de todos los valores de la variable, cada uno de los cuales 
satisface, por lo menos, una de las desigualdades prelijadas. 

De lo dicho se desprende que como solución de un sistema de 
desigualdades sirve la intersección de las soluciones de las desigualda- 
des que forman el sistema; la solución de un conjunto es la unión 
de las soluciones de las desigualdades que forman el conjunto (aquí, 
como más arriba, por solución se entiende la solución general, es 
decir, el conjunto de todas las soluciones particulares). 

Las desigualdades que forman el sistema se unen con llaves. A 
veces, el sistema de desigualdades puede ser escrito en fila. P. ej., 
l sist FE a i l modo siguiente: 
el sistema 22+3>32—1 puede ser escrito del modo siguiente: 
3x—1< 24 3x4. 

De la definición del sistema de desigualdades se deduce que si la 
desigualdad f (x) > g (x) es el corolario de las desigualdades f, (2) > 
> Er (2) Y 12 (2) > £, (2) (o bien corolario de sólo una de esas desi- 
gualdades), el sistema de desigualdades 


11(2) > £1(2) 


Li) > £,(2) 
11) > 8, (2) 
es equivalente al siguiente sistema: Lo (2) > La (2) 
f2)> eE (2). 


Con otras palabras, si al sistema dado de desigualdades so adjun- 
ta una desigualdad-corolario o bien, al contrario, del sistema dado 
de desigualdades se excluye la desigualdad-corolario, obtenemos un 
sistema de desigualdades equivalente al prefijado. P. ej., los siguien- 
tes sislemas de desigualdades son equivalentes 








a—ór>3 HERE E 
[ L2—5r>?7 y ' O é 
pes a (1 
1142 


(del primer sistema se ha «excluido» la desigualdad 22 — 57 > 3 
que es el corolario de la desigualdad 2? — 52 > 7). 

Las desigualdades que forman un conjuntose unen con corchetes. 
Un conjunto de desigualdades puede escribirse, asimismo, en fila, 
pero en tal caso se emplea el signo 4;». 
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Una desigualdad no estricta es equivalente a un conjnuto forma- 
do por la correspondiente desigualdad estricta y una ecuación. 
P.cj., la desigualdad f (2) > g (x) es equivalente al conjunto 


EE >2(x) 
LH(2)=8 (2). 


Toda «no igualdad» f (x) + g (x) también sc puede escribir en 
forma del conjunto de dos desigualdades estrictas: 


10)>2¿(D/(<k (0. 


Varios sistemas de desigualdades con una variable forman un 
conjunto de sistemas de desigualdades en el caso cuando se plantea el 
problema de buscar todos aquellos valores de la variable, cada uno 
do los cuales satisface, por lo menos, uno de los sistemas dados. 

ta 

BJenpLo 8, Resolvamos el sistema de desigualdades 3 

la < 04. 
sonución. Para empezar, consideremos la primera desigualdad. 
Tenemos 








Pyró o Let 20, 

z r 

Con ayuda de la curva de signos (fig. 14) hallamos la solución de 
esta desigualdad: ]--oo; —21Ul 0; 21. 





Fig. 14 


Resolvemos la segunda desigualilad del sistema inicial. Lenemos 
2—64<00 bien (2 — 8) (2 + 8) <0. 

Con ayuda de la curva de signos (fig. 15) hallamos la solución de 
esta desigualdad: ]-—8; 8l. 


ió, 





LITA 









Fig 15 
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Marcando las soluciones obtenidas de las desigualdades primera 
y segunda en la recta numérica común (fig. 16), hallamos la inter- 


LU OS bo 
EXE 


Fig. 16 





sección de las soluciones. En la solución escribimos: 1—8; —2f JO; 
21. 
EJemPLO 9. Hallemos el cawpo de definición de la función 


19=yV EX 


soLución. Jl problema se reduce a resolver el siguiente sistema do 
desigualdades: 


(PF 050123. 








Br 6 
[> 
la —52 462%) (1—22)>0. 
e aasI6citientos la primera desigualdad del sistema a la forma 


> => 0 y, con ayuda de la curva de signos (fig. 17), hallemos la so- 








Fig. 47 


lución de dicha desigualdad: J—co; —2[U] 2; col. 
Transformemos la segunda desigualdad del sistema a la forma: 


22 (3) 0 (+ 10<0 


Mediante la curva de signos (fig. 18) hallemos la solución «dle esta 
desigualdad: [—1; 1] Y [2; 3L 








Fig. 18 


Marcando eu la recla numérica (fig. 19) las soluciones oblenidas 
de la primera y segunda desigualdades del sistema dado, hallamos 
la intersección de las soluciones: (2; 31. 
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riembLo 10. Resolvamos el conjunto de desigualdades 
[Eze 
(240) (57 —7?—18) 
Pipa > 
soLUcIÓN. Transformeimos la primera desigualdad del covjunto a 
la forma: % (x= — 10) (x + 10)>0. Mediante la curva de signos 





Í, AGE A 
ás is 
2 ¡SS ASS e 
Fig. 19 












0 


XT g 
Fig. 20 
(fig. 20) obtenemos la solución de esta desigualdad: [-—10, 01 UNO; 
cof. 
Consideremos la segunda desigualdad del conjuuto. Tenemos: 
(2409) (2?— 57418) 
(13) (2— 15) 
Cowo el discriminante del trinomio de segundo grano? — he 4 
+ 18 es negativo, mientras que el coeficiente mayor, posilivo, 
—it+18>0 
con todos los valores de x y, por lo tanto, después de dividir ambos 
miembros de la desigualdad por x? — 5x + 18 y conservando al sig- 
no de desigualdad, obtenemos la desigualdad equivalente: 
2+9 A 
Ejea 
Con ayuda de la curva de signos (fig. 21) hallamos la solución de 
la última desigualdad: ]—oo; —91Ul3: 15 


<0. 









2 


Tig. 21 


Uniendo ambas soluciones de cada una de las desigualdados del 
conjunto (fig. 22), obtenemos: J]—oo; 01U13; + ool, es decir, la so- 
lución del conjunto. 
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EJEMPLO 11. Resolvamos el conjunto de sistemas de desigualdades 


( :-2>0 ( 3—9<0 
2<i6 * 100>=*. 


La solución del primer sistema es el intervalo numérico 12; 4l. 


ZE ELEGTE 
102Y 0 TS SIS 


Fig. 22 








Del segundo, el intervalo numérico [—10; 3L. Con ayuda do la 
recta numérica (fig. 23) obtenemos la unión de las soluciones de los 
sistemas primero y segundo: [—40; 41, es decir, la solución del con- 
junto dado de sistemas. 





Fig. 23 


EJEMPLO 12, Aclaremos con qué valores de a las dos raíces de tri- 
nomio de segundo grado (a — 2) a? — 2ax + a 4 3 son positivas. 
SOLUCIÓN, Como de acuerdo con el planteamiento, el trinomio tie- 
no raíces reales, su discriminante D > 0, es decir, debe verificarse 
la desigualdad 4a? — 4 (a — 2) (a + 3)>0. 
Según el teorema de Viéte tenemos: 
a 
ant 





+=; 


donde x,, x¿ son las raíces del trinomio de segundo grado prefijado. 
Según el planteamiento ambas raícesson positivas, es decir, 2,1, > 
>0, 2, + 2, >0. 

Como resultado llegamos al sistema de desigualdades 


402—4(4 - 2)(0+3)>0 


a+3 
a 


2a 
q >0 
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así6 
que al reso)verlo, obtenemos a<—3 a>2 
aZ0; a>2, de donde hallamos 
a<—3, 2<a<6. 
EJEMPLO 13. Aclaremos con qué valores de a la desigualdad 


—8 +20 
Papa O 


se verifica con todo valor de z. 
SOLUCIÓN. El trinomio 2? —8x + 20 tiene el coeficiente mayor 
positivo y discriminante negativo, por lo que 2? —8x +20 >0 
con todas las x y, por ello, el denominador de la fracción dada, o sea 
az? + 2 (a + lx + 9 +4, debe ser negativo con toda xz. Esto 
es posible sia < 0 y D <0, donde D es el discriminante del trino- 
mio a? 4+2(a + 1)24+0% +4. Por lo tanto, el  problewa 
se reduce a la resolución del sistema de desigualdades 
a<0 í y 1 
( 4(a +1) —4a(9+4)<0" del que obtenemos a << —-7, 


4. Desigualdades que conticnen una variable bajo el signo de mó- 
dulo. Al resolver desigualdades que contienen una variable bajo el 
signo de módulo, en ocasiones es útil el teorema 4 acerca de la equi- 
valencia de las desigualdades (pág. 145). 

Sea, p.ej., necesario resolver la desigualdad | / (2) 1 >1g (0) 1. 
Hagamos uso que si p(z) es ciorta función, |p (2) |:>0 y 
Lo) 1% = (p (2). 

Esto significa, que según el teorema 4 la desigualdad |f (2) | > 
> | g (2) | es equivalente a la desigualdad (f (2)? > (g (2))2 Ado- 
más, a veces es útil emplear la interpretacion geométrica del módulo 
de un número real. La cuestión radica en que desde el punto geomé- 
trico | a | es la distancia desdo el punto a de la recta numérica husta 
el origen de coordenadas, mientras que | a—b |, es la distancia en- 
tre los puntos a y b. 

EJEMPLO 14. Resolvamos la desiguldad | x—1|< 2. 

SOLUCION. 1-er procedimiento. Como ambos miembros de la dosi- 
gualdad dada no son negativos con toda x, después de elevar al cua- 
drado obtenemos la desigualdad (2-1)? < 4, equivalente a la pre- 
fijada. Seguidamente, tenemos: 1+—2x— 3 < 0, de donde obtene- 
mos la solución: 1-4; 3Í. 

2-do procedimiento. | x — 1 | puede considerarse como la distan- 
cia entre los puntos z y 1 en la recta numérica. Por lo tanto, debemos 
indicar en la recta todos los puntos x tales que están distanciados del 
punto con la coordenada 1 menos que en 2 unidades (fig. 24). La 
solución buscada: J—1; 3£. 
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3-er procedumiento. Como 
z—i si z—1>0, 
lee A 
—(x—1) si —1<0, 
la desigualdad inicial es equivalente al conjunto de dos sistemas: 


pz-1>0. iO 
La=1327 ( —(a—1) <2. 


Del primer sistema obtenemos 1 < x < 3, del segundo, —1 << 1. 
Uniendo estas soluciones hallamos la solución de la desigualdad da- 








da: ]—L; 3l. 
LARA 4 
-1 1 3 y 


Fig. 24 


FJEMULO 15. Resolvamos la desigualdad | 22— 1 ]</|32 4-11. 

soLUCION. Después de elevar ambos miembros de la desigualdad al 
cuadrado, obtenemos: 
(22 — 19< (31 + 1) y, a conliunación, z (z + 2)>0, de donde 
hallamos: J—o00; —2JU [0; + oo [. 

EJEMPLO 16. Musolvamos la desigualdad [5]>1. 

soLución, Esta desigualdad es equivalente a la desigualdad 

254332 
=>! 








que puede ser reescrita del urodo siguiente: 


— Sa? 243 4-5 
(37—2) 


det 12049 
DATA 


—>00 bien >0, 


de donde 





Con el método de los intervalos (fig. 25) hallamos la solución 
de la úllima desigualdad y, al suismo tiempo, de la prefijada: 
¡EE Ze 
ls Lula. 
EJENPLO 17. Resulvamos la desigualdad | 1?—32+2|< 
< 21 — a, 
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soLución. La desigualdad es equivalente al siguiente conjunto de 
sistemas: 


( n—314+2>0 ] P2—31+2<0 
2—3242< 202” [ (12-314 2) <21—a? 





que al resolverlo, hallamos sucesivamente 
(E6-10(-2>0 E—D(=2)<0 
| (4) e-2<0 ( 2-2<0 
St; 1>2 1<x<2 
z P | 2<2, de donde 


<r<t; 1=2, 1<x<2, 


Uniendo las soluciones halladas, obtenemos: lo: 2]. 


uJEmMPLO 18. HResolvamos la desigualdad |=—4]| +]2x+ 


+6/|>10. 
soLucION. De acuerdo con la definición de módulo, tenemos 
lz-4]|=2—4 siz>4 y [2-4|=-—(—4), siz<á4. 





Fig. 25 


Es decir, para abrir el signo de niódulo en la expresión |=—4] 
hay que considerar dos posibilidades: 1>4; 24. De forma 
análoga, | 2 +6j]=2x+6,siz>-—3y |224 6] =-—(Qr+ 
+ 6), six < —3. De modo que para abrir el signo de módulo en la 
expresión |2x + 6] hay que examinar también dos posibilidades: 
2>—3; < —3. Así, pues, necesitamos conocer la posición del 
punto z con relación a dos puntos 4 y —3 en la recta de coordenadas. 
Dichos puntos dividen la recta en tres intervalos: ]—oo; —3), 
[3; 4), [4; col. Después de considerar la desigualdad dada en cada uno 
de estos intervalos, obtenemos el conjunto de tres sistemas: 


< —3 -3<1<4 
( —(a—4)— (24 0y> 10' ( —(2—4) + (2746) > 10' 
2>4 
( (4) + (22+6)> 10. 
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Del primer sistema hallamos z < —4, del segundo, 0 << 4, del 
tercero, >> 4. Uniendo las soluciones halladas, obtenemos: |—oo; 
—4 [UJO; + col. 

5. Problemas para la composición de desigualdades. 

EJEMPLO 19. Un escolar tenía cierla cantidad de sellos. Le re- 
galaron un álbum para sellos. Si él pega 20 sollos en cada página, el 
álbum es insuficiente, pero si pega 23 sellos en cada página, por lo 
menos, una página quedaría vacía. Si al niño le regalaran un álbum 
absolutamente igual, en cada página del cual estuvieran pegados 21 
sellos, él tendría un total de 500 sellos.¿ Cuántas páginas tiene el 
álbum? 

SOLUCIÓN. Introduzcamos dos variables: x es el número de pági- 
nas en el álbum; y, el número de sellos que tenía el escolar. 

Si el escolar pega 20 sellos en cada página, rosultarán pegados 
20% sellos, lo que según ol planteamiento es menos que el número de 
sellos que tenía el escolar, es decir, 20x < y. Si él pegara23 sellos 
por página, para pegarlos todos sería suficiente (x— 1) páginas, en 
las que cabrían 23 (z — 1) sellos. Según el planteamiento este nú- 
Hiero no es menor que el número de sellos que tiene el escolar, es 
decir, 23 (1 — 1) > y. Por fin, en el problema se indica que si rega- 
lau al niuchacho un álbum en el que están pegados 21x sellos, en 
total él tendría 500, es decir, y + 21x = 500. De esta forma podemos 
escribir el siguiente sistema: 


20x< y 


231—23>y 
2114 y =500. 


Expresando y de la ecuación del sistema y poniendo el resultado 
en ambas desigualdades de éste, obtenemos el sistema de dosigual- 
dades 


( 207 < 500—21x 
231—23>500—21z, 


que al resolverlo nos proporciona ES . 


De acuerdo con el planteamiento x es un número entero. Pero el 
intervalo indicado sólo contieno un número entoro, 12. O sea, en el 
álbum había 12 páginas. 

esempLo 20 El recorrido de A a B lo cubre una balsa en 24 kh y 
una lancha gasta en el recorrido de A a B y viceversa no menos de 
10 h. Si la velocidad propia de la lancha se aumenta el 40%, el 
recorrido de 4 a/3 y viceversa ocuparía no más do 7 h. ¿ Cuánto tiem- 
po navega la lancha de 4 a B y cuánto de B a A? 
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SOLUCION. Sea x kim/h la velocidad de la corriente del 110 (y, por 
lo tanto, la de movimiento de la halsa), y km/h, la velocidad propia 
de la lancha. Entonces, el recorrido do 1 a B constituye 24zx kan, 
mientras que el tiempo en que está en movimiento la lancha de du 8 








eS h propia de 

la Jancha se hace igual a 4,4y km/h, la distancia entre lo y By 
240 Ju Según e planteamiento, 

1,4y ús + 





el primer tiempo es no menos de 10 h y el segundo, no más de 7 h. 
Así, pues, llegamos al sistema de desigualdades 
2áx Lúr 
uz >10 
2x Láz 
A A 
Tara F ra 387. 

En cada una de las fracciones que Leuemos dividamos el nunera- 
dor y denominador, término por término, por = 0 inlroduzcamos la 
nueva variable £ = z. Como de acuerdo con el sentido del problema 
y > 2, > 1. Así, pues, obtenemos un sistema de desigualdades con 
relación a la variable £ 


ti>1 
24 24 
matara 


24 24 
14t+1 $3 1187. 
Como £>1, los denominadores de lus fracciones en las des! gnal- 
dades segunda y tercera do este sistema son positivos y, por ello, 
eliminando los denominadoros en dichas desigualdades y efectuando 
las transformaciones necesarias, obtenemos 
Ll 
1>1 o a 
58m 24t—5<0 y, seguidamente 5(1—5) (1+ 57 <0 
a De 5 
492 —2401—25>0 . 40 (1—5) ( +5) 


En] 





La solución dol último sistema es o] valor do ¿ =5. En el pro- 
blema hay quo lrallar el tiempo de desplazamiento do 4 1 B y de B 
a A. Yl tiompo consumido para el desplazamiento de A a % se ex- 

2 24 p; Pr 
presa con la [racción am y, por 1d tanto, esigual a4 lr. El tiempo 
necesario para cubrir la distancia entre 3 y A se expresa con la frac- 


dro 2 usd S 
ción 7 y, Por consiguiente, es igual a 6 h. 





110204 
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EJERCICIOS 
Resuelvan las Ed desigualdades: 
x (2 — 1% > 0,83 2 + 1) 2) > 


(Br — 2) ce CA 
Pob P— 047 > 0. 840. 12 +10< 77. 
—4— 1648130. 





>0. 844. 44-87 4 127%>0. 
Dt 3r 48) <0. 
ED 0(P=0 (rt D< 
E06— 2) >0. 848. + TAE) o. 


5 (271) (24- Y 

M6 0d pr (30 

50. (12 — 4) (1 Ax +4) (E id <O 
rl 5) (1 — 9) (e 050, 











861. ÓN * 862. HI vRzE 
3 





1059) 1 Ge 5(6—x2) 
EN E 4 
Resuelvan los siguientes sistemas de desigualdades: 





869. 





870. 





e. [a A 


19—27 


<2z 


2 br 
Ae 873. E 4x-4-3<0 


—4<0. 
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874. e a 


a> 7 


877. 41-2< 241 <42406, 





ers ue 
U(4-5) (+1) (120) (23) >0. 


a (2741) (321) >0 














510s 202 
: <a (2-42) (2?—324-8) <0 
880. 410 S8l. 
43.0. 
517 E 
o 





(11 (240? (2 9P (940) 
(1—3x) (12—2—6) (1232416) — 


E EIA 
Fr ; 
Mallen los campos de definición de Jos siguientes funciones: 
4 
2 2 
88%. /(a)=- PE, 
1tar= Y/ - == 





LE E 
885. Ma=Y + Vi. 
856. J()=/ EME dog (16244). 


1 
“E Togs (45) * 








887. 1 (x) 


888. f(x) 





889. /(=)=10 A 
uo. los siguientes conjuntos a desigualdades y sistemas de desigual- 
890, (21) (2—2) (23) <0; 22<1. 

e. E Ea, 

892. 22—51+8<0; al *<l 


893. 5:20<2*<8r 1 <a 


de —5146>0 is ( 22-020 


3x—21 3 + 1 
ars” is 








1-23 $7! 


2124-18 > 52. 


894. 


tío 





164 y 
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saleres de a el Lrinomio de segundo grado 22 + 2 (a +4) + 
se raices reales; h) sólo Liene raíces negativas; e) sólo 
tiene raíces positivas? 

Y qué valores de a el teinomio de segundo grado (1 — a — 2) 124 









las Load — 27 tiene raíces de signos opuestos? 
Part 


897. ¿Con que valores de a la desigualdad 





tula 7? 
A é ” Ltd ar 
898. ¿Com qué salores de a el sístema de desigualdades 0 < FETO SA 





se verifica con toda 27 
Hesuelvan las siguientes desigualdades: 
899. [r+5| > 1. 900. [22—5| <3. 
901. [31125 902. 12241 <1. 
903. |¡22—1| -< MAr-ptjal 904. 11237] — [22-431 >0. 


| 106. |1—21| >3—=x. 











3 5 
905. |- E 
907. fe-F8SI < DUE. |4—3x] >2—z. 
909. |27—3]| > 910, JS? 24 11 < 1 
YI. (6022 Sd. 912, 122 


419. a. | E 


21. Y, | 








o. 





917. 
919. 1245 (1 —240>0, 920. [ri—3r—15| <2r?—a 
92. [2410] < dere 
922. [20 +r+ 11] > 
923. |4x?—0r--61> 


92%. 








n— 












' 
22 092. [1-6] > |12—5x:+9/. 


926. 


928. ll 4 Jr <G. 929. feb Ir—21>5. 
930. 122-+1]—[52—21>1. 
931. 134—1] + 1223] —]2 +5] <2. 








032. 
033. Yz—-3/1-H11>2. 
935. rt 14+x1 e llr—21—r+431<5. 
937. |2r=|3--2] 21 <%. 

TE z-1 la a 
938. a + E 12<0. 








fiesuelvan los problemas: 

939. En dos cajones hay más de 29 piezas iguales. El púnero de piezas en el 
primer cajón, disminuido en 2, más de 3 veces sobrepasa el número de 
piezas en el Segundo cajón. El numero triplicado de piezas en el primer 


940, 


DL, 


942. 





94%, 


945. 


946. 


947, 


948. 
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cajón supera el número doblado de piezas en el segundo cajón, pero no 
más que en 60, ¿Cuántas piezas hay en cada cajón? 

En dos brigadas, conjuntamenle, hay iás de 27 personas. El número de 
miembros de la primera brigada más de 2 veces sobrepasa el número de 
miembros de la segunda brigada, disminuido en 12. 1] númewo de miem 
bros de la segunda brigada más de 9 veces sobrepasa el número de miem- 
bros do la primera brigada, disminuido en 40. ¿Cuántas personas hay en 
cada brigada? 

Si los pioneros de un campamento se forman en una colunma con $ perso- 
nas en cada fila, una de Es filas quedará incompleta, Si se forman con 
7 personas en cada fila, habrá dos filas más, pero Lodas serán completas. 











“Pero, si la formación se realiza con 5 personas en cada fila, habrá 7 filas 





más, pero una de ellas será incompleta. ¿Cu 
pimento? 

May cierta cantidad de alambre. Si él se enrolla en bobinas que contengan 
800 m de ulambre cada uva, 1 bobina no estará entvollada por completo, 
Lo mismo pasará si sólo empleamos bobinas que contengan 900 m de alum 
hre, con la particularidad de que hará falta 3 bobinas menos. Pero. si el 
alambre se enrolla sólo en bobinas de una capacidad de 1100 m, 
tarán 6 bobinas menos, pero todas ellas estarán ocupadas por completo, 
Cuántos motros de alambre había? 


tos pioneros hay en el come 














. Si un líguido se echa en bololdas de 40 1 de capacidad, con ello ana berella 


USUnta no del todo llena. Si ese mismo líquido se echa en botellas de 50 1 
de capacidad, se necesitarán 5 botellas menos y todas ellas estarán Henas. 
Si el líquido se echa en botellas de 70 1 de capacidad so necesi 
menos, pero, de nuevo, una botella no estará Jena del todo. 
lítros de líquido había? 

A dos brigadas con un efectivo Lotal de 18 personas fue encargado ontani- 
zar la guardia continua de 24 lo Jada vez con una persa, en ell 
enrso de 3 días. Los primeros dos días Jevaron la guardía los miembros lo 
por parlos ¡gu 
gada hada 3 muetiachas y 
s, con la particularidad de que las primeras lucieruo gu 
ra cada una y los segundos, dividieron el tiempo restante entro ellos, pur 
partos iguales. Al valcular los resultados, resultó que la suma ole hnos de 
guardia de cada muchacho de la ada y de cualquier ralembro. 
de la primera, era menor que Y h, ¿Cuántas personas había en cada br 42 
Al comprar varios libros iguales y enademos del mismo Upo, pagaron por 
los primeros 10 rublos 56 kopeks y por los segundos, 56 kupeks. Fueron 
comprados 6 libros más que cuadernos. ¿Cuántos libres compraron st el 
precio de un Jibro os 4 rublo mayor que el de un cuaderno? 

Un grupo de 30 estudiantes daba os exámenes. Con ello se ponía las 
notas: 2, 3, 4, 5. La suma de las notas obteni era igual a 93, con la 
particulavidad de que «treses» hubo más que ecineosa y wenos que «ni 
tros», Además, el número de «cuatros» se dividía por 10, el numero de evin- 
cos» era par. ¿Cuántas notas de cada Lipo recibid el grupo? 

Un grapo de estudiantes decidió comprar un maguelólono de nn precio 
desde 1470 hasta 195 rublos. Pero, en el último momento des estuibantes se 
negarón a participar en la compra y, por ello, cada uno de los restantes 
tuvo que dar 1 rublo más. ¿Cuánto costó e] magnetólono? 

Un artículo de superior calidad es más caro que un artículo de primera 
calidad, en cuanto éste es más caro que un artículo de segunda Calidad, 
poro esla diferencia en el precio no sobrepasa el 40% del precio del arú 
culo de primera calidad. La empresa pagó 9600 rublos por lus avli- 
culos de superior calidad y esa misma cantidad por los articulos de seguntla 
calidad. La cantidad total de todos los artículos comprados constiluia 
1400 unidades, ¿Cuánto cuesta un artículo de primera calidad? 





14 lmle- 
ántos 














ES 













es, Todo eso Hen 
los demás 




































106 Primera parte. Algebra. Capítulo 11 


$ 17. Desigualdades irracionales 


Al resolver desigualdades irracionales se utilizan los mismos pro- 
cedimientos que para la resolución de ecuaciones irracionales: ole- 
vación de ambos miembros de la desigualdad a una misma potencia 
natural, introducción de nuevas variables (auxiliares), etc. Pero la 
diferencia de principio entre la resolución de desigualdades irracio- 
nales y ecunciones irracionales, consiste en que al vesolver las desi- 
gualdades la comprobación por sustitución, por regla, es irrealiza- 
ble, ya que, generalmente, la solución de la desigualdad es un conjun- 
to infinito, sto quiere decir que al resol ver desigualdades (y no sólo 
irracionales) hay que prestar atención a que Jas transformaciones 
que se realizan conduzcan a una desigualdad equivalente. 

Cualquier desigualdad irracional, que contiene una variable bajo 
el signo de la raíz cuadrada, se reduce, en lin de cuentas, a la dosi- 
gualdad de la forma Yf(5< g (2) o bien V[()>g (2). Por lo 
tanto, primeramente, examinemos el problema de la resolución do 
desigualdades del indicado tipo. 

Consideremos la dosigualdad 





Vi<eE(). (1) 


Está claro, que toda resolución de esta desigualdad es, simultá- 
neamento, la solución de la desigualdad f (x) > 0 (con esta condición 
queda determinado el primer miembro de la desigualdad) y de la 


desigualdad g (2) >0 (ya que g (2) > V/ (3) > 0). 
Así, pues, la desigualdad (1) es equivalente al sistema de desi- 
gualdades: 


1(13>0 
ga) > 
ViM<e tí), 





donde f (2) >= 0 y g (2) > 0 son los corolarios de la desigualdad (4). 

Como en el conjunto, definido por las primeras dos desigualdades 
de esle sistema, ambos miembros de la tercera desigualdad del siste- 
ma sólo toman valores positivos, su elevación al cuadrado es, en 
el indicado conjunto, una transformación equivalente de la desi- 
gualdad (1). De este modo, llegamos a la conclusión de que la desí- 
gualdad (1) es equivalente al 


1(x)>0 
sistema de dosigual dados: g(3)>0 


10<(E(0 
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De forma análoga la desigualdad Y /()<g(0 es equivalente 


1(=)>0 
al sistema de desigualdades: < £(2)>0 
1(0<4 (0. 
Ahora consideremos la desigualdad de la forma 
Vd >e ta. (2% 





fo 


VH0> (0, 
pero a diferencia del caso anterior, g (2) puede tomar tanlo valores 
positivos como negativos. Por ello, después de considerar el siste- 
ma (2), en cada uno de los dos casos y (1) < 0 y g (2)2> 0, obtene- 
mos el conjunto de sislemas: 


g(=) <0 e()>0 


Ella es equivalente al sistema de desigualdades: ( 





H3>0  ; ¿f()3>0 
VI) >e(0) VID >). 


En el primero de estos sistemas la última desigualdad puede omi- 
tirse como corolario de las dos primeras; en el segundo sistema ambos 
miembros de la última desigualdad pueden elevarse al cuadrado. 

Así, pues, la desigualdad (2) es equivalente al conjunto de dos 
sistemas de desigualdades: 


el) <0 E(930 
Ma>o* 1(3>0 
dl Ha > my. 


Señalemos que la segunda desigualdad del segundo sistema puede 
omitirse, ya que ella es el corolario de la última desigualdad del sis- 
tema. 





esemrLo 1. Resolvamos la desigualdad Y 22—1< 142 
soLucióN. La desigualdad dada es del tipo (1). Por estu razón, 


ella es equivalente al sistema de desigualdades: 





(ai 
z>—2 
242745>0. 


Cono el trinomio de segundo grado a? + 2x + 5 liene discrimi- 
nante negativo y coeficiento mayor positivo, él es positivo con todos 


es decir, el sistema 
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los valores de x. Por ello, la solución del último sistema, es decir, 
de la desigualdad dada le: + col. 


BIEN 2. Resolvamos la desigualdad (242) (ED) > 2(24- 2). 
sovución. Como la desigualdad dada es del lipo (2), ella es equi- 
valente al conjunto de sistemas: 


a (142) (2—1)3>0 
52) (2 1)>0 
ón : pe ( 2(2+2)>0 
did (02) (> (2 (242). 


Del primer sistema hallamos - < —2, del segundo, x= —2. 
Uniendo las soluciones de los sistemas del conjunto, obtenemos 
I— —2). 
uno 3. Resolvamos la desigualdad 





Vii—vV2FT>1. (3) 
sonuLIóN. La desigualdad (3) es equivalente al siguiente sistema: 
3x>0 
2104-10 (4) 
V3z—y 2 T>!. 





Es conveniente reescribir la última desigualdad del sistema (4) 
en la forma Y 3zz> 1 + V 223 T, en donde ambos miembros son 
positivos y, por lo tanto, la elevación al cuadrado de los dos miem- 
bros de esta igualdad será una transformación equivalente. Así, pues, 
del sistema (4) pasamos al siguiente sistema equivalente a él: 


z=>0 
( V2+1S¿—1. 


o bien 





32 > (14 y 2241) 
0 
A contintación, Lenemos -1>0 
z 2 
(3), 
de donde obtenemos [12; +o0| que es la solución del último 


sistema y, al mismo tiempo, de la desigualdad (3). 
EJPMELO 4. Resolvamos la desigualdad 


Vi+5+Y1-1>8 (5) 
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soLucIóN. La desigualdad (5) es equivalente al sistema: 
21450 
x—1>0 (5) 
V2r+54-Y2-1>8. 


Ya que ambos miembros de la última desigualdad del sistema (6) 
sólo toman valores negativos, el sistema (6) es equivalente a tal 


sistema: 
24520 
z—1>0 
(W123+5+yx=1)> 04 
E | 


obio oy F3 55 ñ0- de. (7) 


La segunda desigualdad del sistema (7) es del Lipo (2), por lo que 
(7) es equivalente al siguiente conjunto de sistemas: 


; 





J > 
60—32=>0 
l 12—3721+ 3620 <0 


Notemos que con z>1 la desigualdad 22? +32 —53>0 0s 
cierta (ya que 22? 4 3x2 —5 = (22 +5) (2 — 1), por lo que ol 
último conjunto de sistemas de desigualdades es eguivalento al 


conjunto: 
cal 
(S < 20 


(210) (2— 362) <u' 





Habiendo resuelto este conjunto, obtenemos: 10 1 < 20; 4 > 
> 20. Uniendo estos resultados, obtenemos J10; --ool, que es Ja 
solución de la desigualdad (5). 

BJEMPLO 5. Resolvamos Ja desigualdad 


24 p< BP. (8) 


SuLucióN. Jlaciendo y = 32452428, hallamos que «24-524 
+4=y?—24. Entonces, la desigualdad (8) se transílorma a la forma 
y — 5y — 24 <0 y, a continuación, (y — 8) (y 4-3) < 0, de donde 
obtenemos — 3 < y < 8. Hemos legado al siguiente sistema de de- 
sigualdades: 


—-3<Y 12 +51+428<8, 
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Como Y 224 5x 1-28 >0 con todos los valores tolerables de z, 
con mayor razón P+F 57+28>-— 3 con toda x del campo de 
definición de la designaldad (8) y, por lo tanto, es suficiente resol- 
ver la desigualdad 


VIFIF2B<S. 


Esta desigualdad es equivalente al sistema 0 < 2% 4 52 4-28 < 
< 64. Como la desigualdad 2? + 5x +28 > 0 se cumple con toda » 
(el trinomio de segundo grado 2? -/- 52 4 28 liene discriminante no- 
galivo y coeficiente mayor positivo), el último sistema es equiva- 
lonte a la desigualdad 


2 452 —36<06 bien (2 +9) (2—4)<0, 


de donde hallamos: | —9; 41, que es la solución de la desigualdad (8). 
esemuro 6. HResuelvan la desigualdad 


La> Y TFIMY T=244). (9) 


soLUCIÓN. lxaminemos la expresión y (1) = Y 1 + +1. Como 
(2) >0 con todo valor tolerable de x, si ambos miembros de la 
desigualdad (9) se multiplican por « (x) y se conserva el signo de de- 
sigualdad (9), obtendremos una desigualdad equivalente 


FA 40)> TF) / 12340) (Y TF240) 


A coutinuación, tendremos: 





Lay TF400> (1 FE (VI 0), 
Lay Fi) >= 1344), 
AV TE2+14 (Y T=%+1))>0, 
(Y T+z2—-4 y I=2—3) >0. (10) 


La desigualdad (10) es equivalento al conjunto do sislemas do de- 
sigualdades: 





z>0 . z=<0 
(vi Fi>4Y1=243 lv +2<4 Y 1143, 
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que, a su vez, es equivalente al conjunto: 








ct 
14+7>0 . 
1i-2>0 ? 
Viti>4V 12343 AyTFi<4yT=343 
VES t =1<1<0 


o bien 





ViFi>4yT=3+3* lyiri<ayioi4a. 0 
El primer sistema del conjunto (11) no tiene soluciones, En efec- 
toy siU<zx<t, YT Fx<Y2, entonces YT Fx y, con 
mayor razón, YT 42 <4Y1—zx +43, lo que contradice a la se- 
gunda desigual dad del sistema. El segundo miembro del conjunto (11) 
liene la solución — 1 <x<0, ya que os fácil observar que con 
estas x la segunda desigualdad del sistema es la (on efecto, si 
AZ 1<0, PU FEZ<A y, entonces, con mayor razón, PU < 
<4y Tx +3). 
" A pues, la desigunidad (9) tiene las siguientes soluciones: 
EJEMPLO 7, Resolvamos la desigualdad 


Vi=2+yY3-2>Y2-1- Y6—z. (12) 


soLUCION, La ofrecida desigualdad es equivalente al siguiente sis- 
tema de desigualdades: 










































fx-2>0 
3-1 >0 
:—1>0 
6-r>0 
1V112-=24+Y3=23>Y2-1-y0=zx 
; 2<1<3 > 
0388 (vo ds) 10%, his) 


Como 2<1<3, 2—-1<2 y, por lo tanto, Y3=1< 1/2, 
Seguidamente, 6—2>3, por lo que 6x2 > Y3. 


Así, pues, V2=1—YB=x< Y 2-3 y, con mayor razón, 
Yi=1=y8=23<0. 

Pero Yr—2 + V3—2>0 y, por consiguiente, la segunda 
desigualdad del sistema (13) se verifica con todo valor tolerable de z 
del campo de definición de la desigualdad (12), es decir, el siste- 
ma (13) y, junto con él, la designaldad (12) tienen la solución 12; 3], 
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EJERCICIOS 


Resuclvan las siguientes desigualdades: 















949. V 21) 950. 13x—2> i. 


<3. 





mero. 93% VE=)E+D>3I4+1). 
05. VETO =D<2(44). 956. VEFDE—H<8=x". 


AT AA so. 
+3 


JW <z. 960. Va. 

> 27. 062. VI 54051244. 
PAIR 23. 004. > 231" 
YA >2 060 1M314-V3F2<1 
VETA Y 24 V 445 <0. 

(2 yiFi— Vi 1 > 21/93. 

909. VIZ34+ Y T=2> PM E2=5. 

970. 13xF 1 

971. 
972. 
973. 
97%. 





976. 





978. (5243 743) >0. 

479. Y FI 4 SL dd 

980. 222— 1 (13) (21 —7) < 13249. 

081. V 2 pue FI<z+bS. o 982. (142?) elos 1>2-1. 

08. Vip vi<2-Í 
986. Vii2+i>:—] 

088. VI P37 47 V 32 
990. (1-3) Pi—4<P— 


























f_ 12 





>0. 
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90. VEPFi FAS Vz RF i> —3. 
995. VPF or ti<t 
Resuelvan las siguientes ecuaciones: 
996. Vips a Va PI4V 1422 PxFi=1. 
sm. Vo2W31+V 24-34 0. 


Pr—ti=1. 


908. Vap242 Mp4 V 2422 /7F1=2. 








y 





5 18. Desigualdades exponenciales 


La resolución de las desigualdades de la forma 
LO > e, 


donde a es un número posilivo distinto de 1 (cllas se denominan expo- 
nenciales), se hasa en los siguientes Leoremas: 

TEOREMA 1. Sia > 1, la desigualdad 10 > 4% es equivalente 
a la desigualdad f (2) > g (2). 

TEOPEMA 2. SiU<a< li, la desigualdad 00% > a es equi- 
valente a la desigualdad [ (2) < g (1). 

EJEMPLO 1. Resolvamos la dosigualdad 

T x-3 


3/ 
Y PT <8rT- (1) 


SOLUCION. Transformemos la desigualdad (1) a la forma 


3x1 3-3 
QEU AT 








Según ol Leorema 1 la desigualdad (1) os equivalento a 
Br—A 3( Y) 
3E=0 2 


(las desigualdades (1) y (2) Lienen igual sentido). De la desigualdad 
(2) obtenemos consecutivamente: 





127—2) ES 
¿<0, <0. 
173) (7) en (— an 


3r—1 31—9 


3r—3 31 <0, 





Habiendo resuelto la última desigualdad según e) método de los 
intervalos, obtenemos (fig. 26): |—oo; 11 U ] 3: 3 [, que es la so- 
lución de (1). 

EJEMPLO 2. Resolvamos la desigualdad 


(0,04)%-x"-8 < 625. 16) 
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SOLUCION. Como 0,04 == ==! 572, la desigualdad dada se 
puede escribir en la forma 
(572)5x-x"-8 < 54. 
De acuerdo con el teorema 2, la desigualdad (3) es equivalente a 
la desigualdad 
22? — 10% +16<4, (4) 
(las desigualdades (3) y (4) tienen el mismo sentido). Después de resol- 
ver Ja desigualdad (4) obtenemos: J2; 3[ que es la solución de (3). 






r .£1, 
7% PELA 








G 
e. $ 
Fig. 26 
EJuemPLO 3. Rosolvamos la desigualdad 
YEAR QS A A GA, (5) 


SOLUCIÓN. Consecutivamente obtenemos: 

20 (122) > 502 (54), 29 (5) > 5% (E), 
Edo reas 

Como 0 ¿<= 1, la última desigualdad es equivalente a z + 


+2> 2, de donde obtenemos: JO; fool que es la solución de (5). 
EJEMPLO 4. Resolvamos la desigualdad 


1 1 
O 


SOLUCION. llagamos y = (0,5)*. Entonces, la desigualdad dada 
toma la forma 


hi 
GA TY 201 





de donde, después de transformaciones, hallamos: 
a 


tw—D(y—2 de 
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Con ayuda del método de intervalos (fig. 27) hallamos: 1 < y < 
<Fiy>2 

Así, pues, el problema se ha reducido a resolver los siguientes 
conjuntos: 


1<(0,5)7 < $; (0,5)">2 


4 
o bien (0,5)0<(0,5)* < (0,5757, (0,5) > (0,5771 





Fig. 27 


Del último conjunto hallamos: ]= 0 — 1 U Logos e o[ 
que es la solución de la desigualdad dada, 
EJEMPLO 5. Resolvamos la desigualdad 
8* +48" —2.27* > 0, (6) 
SOLUCIÓN. Escribamos (6) de la forma siguiente: 
(252 42% (39 — 2 (3 >0 
y, haciendo u = 2%, v = 3*, obtenemos una desigualdad homogénoa 
de tercer grado: 
Y que —2% > 0. (mM) 


Como v = 3%, y >0 y, por lo tanto, la división de ambos miem- 
bros de (7) por v* (convervando el signo de la desigualdad (7)) es uma 
translormación equivalente. Habiendo ejecutado dicha transiorma- 
ción, obtenemos: 

“ 


(y +-2>0. 


v 


Haciendo 2= z , tendremos 2 42—2>0 y, seguidamonte, 
(2-1) (24 2+2)>0, de doude z>1. 
De este modo, el problema se ha reducido a resolver la desigualdad 


2-34 6 bien > E) 
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2 o. s $e 
Ya que L<GF<l, de la última  inecuación  oblenemos: 


]— 00; 0| que es la solución du (6). 
LEIEMPLO 6. Resolvamos la desigualdad 
(2 4x4 1y<i. (8) 
SOLUCIÓN. Como el discriminante del trinomio de segundo grado 
2 4u- los negativo y el coeficiente de 2?, positivo, 2% + x «> 
+4 > 0 con todos los valores rea- 
los de zx. Por osta razón, el segun- 
do miembro de (8) puede represen» 
se como (2? 4-2 4-1)? y escribir 
a desigualdad (8) de la forma si- 
guiente: 
(4x1 < (e qa 1) 
0 
A esta desigualdad no es po- 
sible aplicar ni el teorema 1 ni el 
2, ya que sabiendo que 2% px + 
+4-1>0, no sabemos qué es niayor: 
2-16 bien 1.Siz? +2+ 
e +1 >1, ala inecuación (9) es apli- 
Fig. 28 cable el teorema 1; six? pa+y1< 
< 1, a (9) podemos aplicar el teo- 
rema 2. Asi, pues, son posibles dos casos: 0 < 2? 2 4+1<10 
bien 2? 4+x +1 >l. 
Esto significa, que la desigualdad (9) es equivalente al siguionte 
conjunto de sistemas de designaldados: 
Ayepi<l rd 
>0 Ñ <0 
(a+ 1)<0. pp 
>0 " lx<0 
El primer sistema no tiene solución; del segundo, obtenemos: 
]—oo; —1[ que es la solución de (8). 
esempLo 7. Resolvamos Ja desigualdad 
Z>l—z. 
soLución. La función y = 2% creco, mientras que la función y = 
=1l —z decrece por toda la recta numérica. 
Está claro que z = 3.es la raíz de la ecuación 2* = 11 —z. 
Entonces, 13; <4-col os la solución de la desigualdad dada 
(tig. 28). 








o bien El 
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EJERCICIOS 
Resuelvan las siguientes ineeuaciones: 
099, 67x <246. 1000. (log 3)9%-7 > (log, 111)3%*9, 
1001. 2%-5% > 0,4 (40%-1)5, — 1002, 29%=6:=2,5> (5 1/2, 


- 2 
1003. (EJE >, 00. (m5 >. 


1005, (0, (> Ito, 1006, 0,37 +ORS +22 y 37 


1007. (5 1008, <a o, 


9 
S 1 mt 
1) pe O 
1009. 0,02 2% 8 VIA <A. 
1010. VIT 7 135 < 162, 1011. sd: 30. 


Lan 2 
1012. 29 27 >45, 1013, E —2Ux-1) 4-8 y >32 


101%. 5x1 >5%-/.4, 1015. . 


PT + 





ES 7 ES 
1006. VS p< SH GE, 1017, 30% —2:48%—8-0%>1, 
A 
1020. Dtxra4Gx—2.32x02 >> 0 

3 y2 3 yr! 1 2 yr-2 E 
a. (7) +0 (7) (5) t25>0. 
1022, 2er 2xH ar 30190, 





Le 

1023. 0,008%4- 51-52 4-0,042 "" <30,04, 
1024. POTTS 30. 1025. 25-2% 407 45% > 25. 
1020. [u—3 127% >4, 1027. (442 >, 
1028. VE) —VETT> YET 
1020. VIFZ5<S V ZE T1D)— V 185. 

630 10 a 27 10 
medida mor E 











$ 19. Desigualdades logarítmicas 
La resolución de las desigualdados 
loga / (2) > 108, € (2), 


477 


(0 


que lloyan ol nombre de logarítmicas, se basa en los siguientes teure- 


mas. 


TEOREMA 1, Si a > Í, la desigualdad (1) es equivalente al sistema 


de desigualdades: 
f(=)>0 
g(2)>0 
1)>k8(2)- 


(2) 
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TEOREMA 2. $: 0 < a< 1, la desigualdad (1) es equivalente al sis- 
tema de desigualdades: 


f(x) >0 
£(x)>0 (3) 
(0<g(0). 


ONSERVACIONES £. Cuando a > 1 la desigualdad (1) y la última inccuación 
del sistema (2) son dosigualdados del mismo sentido. En el caso de 0 <a <1 
la desigualdad (1) y Ja última del sistema (3) son desigualdades de sentido con- 


trario, 

2. Las des primeras desigualdades de los sistemas (2) y (3) prefijan el campo 
de definición de (D). 

3. En el sistema (2) podemos omitir la primera desigualdad, ya que ella 
se desprende de la segunda y tercera. De modo análogo, en el sistema (3) es 
posible omitir la sexunda designaldad. 








“BIEMPLO 1 Jiesolvamos la desigualdad 


lor, 2420 
VEL 


da (4) 





soLución. Como —1I=log, 2, la desigualdad (4) puede ser 
z 


escrita así 


277—4r—6 
á4r— 11 








log í < log ¡ 2. (5) 
Aquí, la base do Jos logaritmos a =>, es decir, O<a<t, y, 


por lo tanto, según el teorema 2 la desigualdad (5) es equivalonto al 
siguiente sistema de dosigualdades: 


212416 
AA 


Ar—11 
272 hr—6 9 
dr— 11 >2. 


El sistema oblenido es equivalente a la desigualdad 


A > 2, de la que hallamos: (2; 2,751 U [4; -+ oo [que es 
la solución de (4). 
remo 2. Resolvamos la desigualdad 


4 > 
log, =w > log, (2—2). 
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soLucióN. Según el teorema 1 la desigualdad prelijada es equiva- 
lente al siguiente sistema de desigualdades: 


4 
pr>0 
2-1>0 

4 
+ 


de donde obtenomos: 


(4D (21) 
A 


y, seguidamente, 1] —3; —2[ Y 1; 21 que esla solución de la desigual 
dad dada, 

ESEMPLO 3. Resolvamos la desigualdad 
logo, (2? 4-8) — 0,5 logo,2 (1? +42 4-4) < logos (x +58). (6) 


soLucióN. La desigualdad (6) es equivalente al siguiente sistema 
de desigualdades: 


a448>0 
2er 4>0 
2+58>0 
logo, (2? +8) 0,5 l08,,, (1-+2* < logo. (24 58). 
A continuación, tenemos: 
>—2 
24 —2 
> -—58 
og, (2748) — 10802 Y (242) < logo, (74-58), 
2>-—2 q 
1802 HERE < dogo, (2458). 
Como 2>-—2, |14-2| =x4-2, obtenemos: 
t>—2 a 
AS di 
“Por fin, empleando el teorema 2 para la segunda dosigualidad del 
sistoma (7), llegamos al siguionte sistema: 
>-—2 a: —-2 
2—21+4>2+58 y, a continuación, la2—32—543>0, 


[ =3<1<2 


de donde 
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de donde obtenemos; 19; +00] que es la solución de (6), 

esembro 4. Kesolvamos la desigualdad 

log ,-2 (22 — 3) > loga.2 (24 — 62). (8) 

soLucIóN. A esta desigualdad logarítmica no se puede aplicar ni 
el teoroma 1 ni el 2, ya que con relación a la base (1 — 2) del loga- 
ritmo no sabemos si es mayor o menor que 1. Siz—2>J, ala 
desigualdad (8) se puede aplicar el teorema 1; si 0 < xa —2< 1, (8) 
ha de rosolverse con ayuda del teorema 2. Por ello, hay que conside- 
rar dos casos: 1) —2>1;20<x—2<1. 

Así, pues, e) problema se reduce a resolvor el siguiente conjuuto 
de sistemas de desigualdades 


U<x—2<1 
2a-3>0 
24—bx>0 ; 24—6x7>0 

21 —3>24—67 223 <24—6z, 





Del primer sistema obtenemos F<u<4, del segundo: 


2<x<3. Do modo que J2; 31 U $; 4[os la solución de (8). 
eJemPLO 5. Resolvamos la desigualdad 


4, (E) o 0 





soLucIióN. lscribamos la desigualdad (9) de la siguiente forma: 





2 
os (7) 008,3 
Z E 
Razonaudo igual que en el ejemplo anterior, liegawos a la con- 
clusión de que esta desigualdad os equivalente al conjunto de desi- 
gualdados: 









0<rri<a 


> (E 
(E 





Sl 
-2,5<1<-—1,5 
> a jaa 1,5 
e bien : fa E] ; +2 (+2) 


(E—3F pr—3P 0 
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Después de resolver este conjunto, hallamos, simultaneamente, 
la solución de la desigualdad (9): J]—2; —1,51 U 1.51 Ul5; +ool. 
EJEMPLO 6. Resolvamos la desigualdad 
log (=:— 1)? — logos (1 — 1) > 5. (10) 
SOLUCIÓN, Como 
log, (2—1)=2 108,121] y logos (e—1)= 
logs (2— 1) 





e —1log, (2—1), 
la inecuación (10) se puedo escribir del siguiente modo" 
4log |z—1] +1logs (+ —1) >5. (1) 
Hagamos y = log, (1 —1). Como z—1>0 y, pur lo tanto, 
[e—-1]|=x—1, la desigualdad (11) Vea el aspecto: 4y? > 
+y—5>0, de donde hallamos y <— 5 y >l- 


Alora el problema se reduce a resolver el ba iBO de desigualda- 
des logarítmicas: 


log, (2 —p<-¿; log, (2—1)>1 


de € 
o bien logs («—1)<log,2 4; logs (1— 1) => log, 2. (12) 
De la primera desigualdad del conjunto e vbtenemos UY 
5 
—1<2 Y y, por consiguiente, 








l ool 





es la solución de (10). 
zmpLo 7. Resolvamos la desigualdad 
ado: > 40. 





sotución. De modo convencional, esta desigualdad se puede, 
nominar cxponencial-. logarítmica. Más arriba (véase la púg. 
al estudiar las ecuaciones exponenciales-logarilmicas, indicamos que 
para su resolución se puede emplear el método de tomar ol logaritmo 
de ambos miembros de la ecuación partiendo de una misma base, 
Este mismo método se emplea para resolver Jas desigualdades expo- 
nencialesJogaritmicas. Ls evidente, que la transición de la designal- 
dad f()>«g(0) a la desigualdad log, f (2) > log, y (2) sólo rs 
posible a condición de que f (2) >0, g (1) >Uya >, y la lransi- 
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ción de la desigualdad f (2) > £ (2) a la desigualdad log, f (2) < 
< loga £ (0), a condición de que f (1) >0,g£ (2) >0y0<a=<t. 

Ketornemos a la desigualdad (13). Sus dos miembros sólo toman 
valores positivos. Tomemos de ambos miembros de (13) los logarit- 
mos poc Ja base 10. Obtenemos la desi- 
gualdad log 21%%* > log 10, equivalente a 
la desigualdad (13). 

Después de las lransformaciones, obte- 
nenmos log a-logx>J, es decir, log? > 
> 1, de donde log x < -—l; log a > 1. 

De la primera inccuación de) conjunto 
obtenido, hallamos 0<r<O0sl, de la 
segunda, z > 10. Así, pues, 10; 0,11 y 10; 
vol es Ja solución de (13). 
muLo 3, lesolvamos la desigualdad 





(S—2Jusié-0) < 294, (14) 


Sot.ucION. De aubos miembros de (14) 
tomamos Jos logaritmos por la base 2. 
Obtenemos log, (8—2)9É8=2) < log, 23%4, 
equivalente a la desigualdad (14) y, a 
continuación, log3(8—x) < 3x—4. 

Ln el campo de definición «de la de: 

Fig. 20 igualdad, es decir, con <8, la función 

y =Jogl (8 —2) decrece, mientras quo 

la función y =%x—ó4, crece. Además, es fácil advertir que la 
venación Joy? ($ — 3x—4 tiene la raíz 4. Por con- 
signionte, la desigualdad (14) Lione la solución: (4; 8l (fig. 29). 








EJERCICIOS 


Nesuelvan las siguientes desigualdades: 





2 
1032. lug, = log) (5x2). 1033. log, (22) >108 5 pp + 
z 7 
1034. log y (py 4r—2%9>—3. 1035. logo,1 (74-75) —l0g 0,1 (2—4) € —2. 


1036. log; (201 5 < log, 1001. 


5 E 
1037. log, (1+2—L08 (1627) < loga 7. 
logo: (2-0) 


03H. 
se Logo, UM —10gy,3 9 








<t. 





2 
1039, 2loga(2—2) legs (13) >=5 


1040, 


1042, 


1043. 


1044. 


1045. 


1046. 


1048. 
1050. 
1052. 


1054. 
1055. 
1057. 


1059. 
1060. 
1062. 
1063. 


1064. 


1066. 


1067. 


1069. 


1070, 


1071. 
1073. 
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++ iogo=—log, $7 > log y (643). 104t. logia (a lp0> 4 
y 

















logs ((—3) (2-+2)) Flog y (2-3) <—log y 3- 
z Ye 
1 
ley Ez si —log y, (+2) > 108 , 4 
Y 2 
2 y 800058) 
(+) as 
log 1 (524:4x44) 
o orloga(xi=as=100_ (2 y E 
2,25 >(5) 5 
log s (-Ix41) 
Dl > 
+) <4. 1047. logx (21) >2 
logs VTZ> 1.1049. log >, 
log, (16622) Z1. 1051. lara 729>3 
log ¿1 03>0. 1053, Logpy 110,5 >00,5, 
245 
porro 42 log,¿Vk-1 
logs VI=FA-logx5>1. 1056. loga (224 1)-logway 3 2 2. 
logs (2-+1) < log y (2—x). 1058. log,y_ q (2r2—r-1 >, 
E 
108x401 21081 (1122) >1. 
1-1 0d 
Logh,sahl0go 2250. 1001, Progr 
logs (24-19? 4108, 13321 e 
A 
(logaz)*— (us => 491082 7 z la, 1) 
dies 1065. logx 5 asta vo) 
7 
2y2 
18,73 (54)-108 3 FET > es 
ea, 2,5% 4 1908, V o 
3 
02 ee > Y 00082 logea=1, 
nao Toga 0 > 0, 291083242, 
y 5 1072, 20832 gloss y, 
9log2 (x= 1)=1 _g.glog2(x-19-2 > glog2 (a) 46.502 0:00 
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107%. 
1076. 


1077. 
1078. 


1079. 
1080. 
1081. 


1082, 


1083. 


1084. 


1085. 


1087, 
1088. 
3089. 
1090. 


1092, 
1094, 


1096. 


1098. 


1100. 


1102. 
1104. 
£105. 
1306. 
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ae 4 17, 


log, (8% 4) log y (ae 


E 
logs (log, (2— log, 2) < La 
2-Elog (12%) >> x log 5+ log 6 


+ 
Toga (9 39212 2) 


log y 2 ya EA 





Ex 


1075. log, (4% +1) -+20g 
—9)>—3. 


243,5. 


A —0 lag > as z. 


3 


logs te lega og 211230 


log. Es BAS 
ES 


loz 2-Ia, 2-lot 4r> 


logaloy y (1?—2)<4 


loz 
e 


1,3 


3 





2 
a 
Mz 
si, 


Tr 


log 26 
Toga + 


113>25. 


1oja lag y (2 +4 


log, logo (2—Jog, 7) —1) < L. 
logs Loga logo (2% — 3-2 4-10) >0, 


logs (14 log y z—logg 2) <1. 


dogs log, 108,2 13 2>0. 
1085 (+2-1-3) 


9 


T 


3 Abr 421 





eL 
5 


1091. log y log, log... 9>0. 


1093. dog, log, (4412) < 1. 





A 
EG. logo.3 Lr—2] 
sl 1097. e 

log 7—1log (—8—=) loa (14254) 4 

- >0 1099. 
dog t=-+3) log, (V32F5411) 
,. 
Logos (AFI) <L. m1. DEFI 02 y 





oo (E 14345) 7 
log ( 





1103. los (7-+-3) 


log» x-log, 2x 4-loga <-logs 37 > 0. 
Logos (2-2) logs (11) d- logos (2-+-2) >. 


log, 
ve 


(6=!1 36%) > —2, 


1107. log vi 
== 


log 8108 (+5) 


> loBaa 6025. 


(a 


4) > —2 
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1108. 25/985% q ¿105% 30. 4100. (243-252) Pe 9 lor 


1140. 








logos 1 4-3 Tas ED 
EEN 


1 
logaz “* loga Vx+F2 * 


% 4 
Y 1ogí 8142 slo 





1112. 





0,8 
1143, q2—4 PE D> 2 — Pr, 








z—1 2-+logs x 6 
MS AA <A 
1146. > >14m8+9 

FT = 


Rosuelvan los siguientes sistemas de desigualdades: 
log (1-42) >2 
Jules al 
116. [55 log 2+log (2: 4-1) < log (7-2%+-12), 
( loB (2-+2) > 2. 
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Sea dada la ecuación 
F (2, a) =0. (1) 


Si se plantea el problema de buscar Lales pares (2; a) quesa lisfagan 
dicha ecuación, tendremos una ecuación con «dos variables z y a 

Pero puede plantearse otro problema. La cuestión os que si damos 
ala variable a cierto valor fijado, la (1) podría considerarse como una 
ecuación con una variable x=, con Ja partienlavidad de que las soln- 
ciones de ella se determinarían, como es natural, con el valor elegi- 
do de a. Si se plantea el problema de resolver la ecuación (1) con re- 
lación a z para cada valor de a de cierto conjunto de números ol, 

(1) recibe el nombre de ecuación con una variable x y un parámetro 
a, mientras que el conjunto A, campo de variación del parámetro. 
Acordemos entender por doquier en este apartado que la ecuación (L) 
no es como una ecuación con dos variables, sino como una ecuación 
con ma variable x y con un parámetro a. 

Lu esencia, la ecuación (1) os la anotación abreviada de uma fa- 
milia de ecuaciones que se obtienen de la ecuación (1) con diferentes 
y concrolos valores numéricos del parámetro a. P. ej., sea dada la 
ecuación 


La (a —2)x=a—2 (2) 
y sea ci campo de variación del parámetro A =(—1, 0,1, 2, 3). 


Entonces, la ecuación (2) es la anolación abreviada de la signiento 
familia de ecuaciones: 
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con 
con 
con 
con 
con 





En adelante, acordomos sobreentender por doquier como campo 
«de variación del parámetro (si no se hacen restricciones especiales) ol 
<onjunto de todos los números reales, mientras que el problema de re- 
solución de la ecuación con parámetro ha de onunciarse de la forma 
siguiente: resolver la ecuación (1) con parámetro significa resolver 
(sobre un conjunto de números reales) una familia de ecuaciones que 50 
ublienen de Ja ecuación (1) con diversos valores reales del parámetro. 

Como es imposible escribir por separado cada una do las ecuacio- 
nes de una familia infinita, por regla, se tiende a escoger ciertos 
valores «singulares» del parámetro (es cómodo «donominarlos de 
control) en los cuales, v bien al pasar por los cuales, trauscurre una 
variación cualitativa de la ecuación. Para aclarar cómo se hallan los 
valores de control del parámetro, consideremos varios ejemplos. 

EJEMPLO 1. Hesolvamos la ocuación 


La (a—21x=4u-—2. (6) 








“saLUCIÓN. Aquí serán de control los valores del parámotro, con 
los que el coeficionte de x se reduce a cero, es decir, a =0 ya =2. 
Con estos valores del parámetro es imposiblo dividir ambos miom- 
bros de la ecuación por el coclicionte de x, mientras que con los va- 
lores del parámetro a 40 y a 32, dicha división es posible. Así, 
pues, es ventajoso considerar la ecuación (3) con los siguientes valo- 
res del parámetro: 


1) a=0; 2) a= 2,3) ja0 
Lc, 


1) Con a =0 la ecuación (3) toma la forma 0. =-—2. Ella 
mo tiene raíces. 

2) Con a =2 la ecuación (3) toma la forma 0-x=0. La raíz 
«e semejanto ecuación puede ser cualquier número real. 


3) Si 140 y «32, de la ecuación (3) obtenemos 1 === 





2-3 > 
2 1 
«de dondo delerminamos que 1= aa - 
resutrabo: 1) si a =0, no hay raíces; 2) si a = 2, cualquier nú- 
az0 1 


mero real será raíz de la ecuación (3); 3) si a, => 
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mENPLO 2. Resolvamos la ecuación 
(De +42 (0 + 1)x + (40 +3) =0 0) 


soLucioN. Jin este caso a = 1 es el valor de control. La cuestión 
radica en que con a = 1 la ecuación (4) es lineal, mientras que con 
a 1, ella es cuadrática (en esto consiste la variación cualilaliva de 
la ecuación). Asi, pues, al resolver (4) es conveniente estudiar los 
siguientes casos: 1) «1 5 2) 0321: 

L) Gon a = | la ecuación (4) toma la forma: Gr +7 =0, de don- 


7 
der =-—<. 





5 

2) Jin el caso a e | escojamos aquellos valores del parámetro con 
los que el discriminante de (4) se anula. 

Se brala de que si el discriminante D se reduce a cero con cierto 
valor del parámetro a = «y y al pasar por este punto cambia de sig- 
no (p. ej. Y <0 con a < ay y D>U con a > dp), al pasar por el 
punto a = ay varía el número de raíces reales do la ecuación cuadrá- 
tica (en nuestro caso, con a > ay no liny raíces, con a > ap la ccna- 
ción tiene dos raíces). Así, pues, podemos hablar de cierto cambio 
enalitativo de Ja ecuación. Por esta razón, los valores del pará- 
metro con Jos que DY =0, por regla, también se refieren a los de con- 
trol, Compongamos el discriminante ) de la ecua 


D=4(20 +19—4(0— 0 la 
de donde D =4 (5a +4). 








Jgualando el discriminante a cero, hallamos 4=—-, 0 Sea, 


a * % 
el segundo valor de control del parámotro a. Sia<— ++ en- 
4 
e > 
ari, D>0. 
De modo que nos queda por resolver la ecuación (4) en cada 


tonces D<O0, si ( 


4 





bed 4.pua= 
uno de Jos dos siguientes casos: 1<— 





msft. 
Si a=—é, la ecuación (4) no tiene soluciones cales: si 
4 pz L1)+ M3arA 
(e > => , hallamos: 2, A , 
axel 





. 4 Y . 
nesuttano: 1) si a< —-7, no hay raíces; 2) sia=14, x 





— (ad) + 1554 


a—1 
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EJemMIio 3. Resolvamos la ecuación 


Pq) 4 d 
dd 2) 


SOLUCIÓN El primer valor de control dol parámetro es a= 0, 
En tal caso, la ecuación (5) no liene raíces. Examinemos el caso 
cuando a 0. Después de las transformaciones (5) toma la forma: 


(l—a Y +20 a p1=0. (6) 


Igualando a cero el coeficiente de 2?, hallamos el seguudo valor 
de control del parámetro: a = 1. Con este valor de a, la ecuación (6) 
2 =0, de donde x= -—1.Sia +0ya xl, 
aki 


toma el aspecto: 2x - 






de la ecuación cuadrática (6) obtenemos: 2, =—1; £, = 


4-1 
VERIFICACION. Al pasar do la ecuación (5) a la (6) se produjo la 
ampliación del campo de definición do la ecuación y, por lo Lanto, 
podrían aparecer raíces extrañas y, precisamente tales valores de x, 
con los que el denominador de una u otra de las fracciones de la ecua- 
ción (5), se reduce a cero. En nuestro ejemplo, semojante valor es 


2 
sólo uno: 2=-7 - Puodo sucedor que con ciorto valor del parámetro a 





2 A A 
resullo que x, E Entonces, con este valoe de e, x, será la raíz 
extraña. Puedo occurrir, asimismo, quo con cierlo valor de a, ly = 
. Así, 


¡2 





2 . . 4 
=> Intonces, con esto valor de a, «, será la raíz extraña 
pues, aclaremos con qué valores del parámotro se realiza la iy 





2 
dad x= A 





2 A 
Hacicado <= —1 hallamos yue a —2. Esto quiere decir yue 
ey ==1l es una oxbraña. En esle caso 
ip 252550 22 1 
Sai —2—1 ; 





2 
u 





Esta última ecuación nu tiene raíces renlos. Esto quiero decir, 


all ; A A 
que y con ninguno de los valores del parámelro es raíz 


a] 
extraña, 
llemos hecho la verifi ón para Jos saH0 a 1. Má 
arriba ya hemos señalado que si a = U la ecuación (5) no Liene ru 
ces. Sia = 1, la ecuación (5) tiene la raíz x = —1. Como con a = 1 








y <= -—I la igualdad 22 no se realiza, la raíz z = —1, hallada 


en el caso cuando a = Í, no es extraña. 
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RESULTADO; 4) si a=0 no hay raices; 2) si a—=1, 2=—1; 
ajk2 
3 sia==22=1; 4) si as0, a=-14 01-14, 
aki 


En la fig. 30 se aduce Ja ilustración gráfica «lel resultado obte- 
pido. 
PAEMPLO 4. Resolvamos la ecuación 


Vi+Va=/T=(=+0). 0) 

soLucIóN. Aquí, a =0 es el valor de control del parámebro (con 

a< 0el primer mienbro de la ecuación no está definido, coua >0, 

definido). Por esto, al resolver la ecuación (7) es ventajoso analizar 
Jos siguientos casos: 1) a < 0; 2) a >0. 


1 
> xo.) 
3/ 2, ¡IN 








Fig. 30 


1) Es evidente que con a < 0 la ecuación (7) no tiene raíces. 

2) Si a >0, habiendo clevado al cuadrado ambos miombros do 
(7) y, después de las posteriores simplificaciones, llegamos n la ecua- 
ción 


2Y az =1 — 22 —%a. (8) 


Aquí no advertimos ningún nuevo valor de control del parámetro. 
De nuevo elevamos al cuadrado los dos miembros de la ecuación y 
realizamos las posteriores simplificaciones, después de lo cual ohtene- 
mos la ecuación cuadrática 


dt 44 (a0—1)x 440? —4a 4-1 =0. (9) 





liscribamos cl discriminante de Ja ecuación (0): 2 =4 (a — 
— 19 —4 (6a? — da +1). 

Igualándolo a cero, hallamos a, = 0, 3 que son Jos valores 
de control del parámetro. Notemos que D<O0 si ai (recordemos 
que consideramos el caso a2>0). Así, pues, es conveniente anali- 
zor los siguientes casos: > 0<0<7. 
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En el primer caso, la ecuación (9) no tiene soluciones, en el se- 
gundo, obtenemos 
—a+ y 2a— 30? 
2 








Lua 


Ya hemos señalado más arriba que con a < 0 da ecuación (7) no 

tieno raíces. De modo que al resolver (7) hemos legado al siguiento 

5 sn E E 2 a 

resultado: si a<0; 4> 3, no hay raíces; si 0 <a < > los si- 
guientes valores pueden ser las raícos de la ecuación (7): 








ad y 2a— 
T.2= 3 E 





Esta mesutada enunciación está ligada eon que al resolver la 
ecuación (7) se elevaron al cuadrado ambos miembros, lo que puedo 
conducir a Ja aparición de raíces extrañas. Es decir, los valores de 
2, y %y hallados, han de ser comprobados. 

La verificación de estos valores poniéndolos en la ecuación (7) 
es dificultosa, por lo que elegimos otro procedimiento, Señalenos que 
el campo de definición de la ecuación (7) so prefija con el sistema 
de desigualdades: 


( 1>0 
1— (44) >0. 
A continuación, de la ecuación (8) se desprende que ha de veri- 


ficarse Ja desigualdad 1 — 22 > 0. Así, pues, las raíces de la ecua- 
ción (7) deben satisfacer el sistema de desigualdades 


>0 1>0 
1—(244)>0 0 bien rat 
1—21:—2%0>0 aha < y" 
=>0 
de donde 24a<t. (10) 


Comprobemos si los valores de x, satislacen el sistema (10). 


Consideremos el sistema de desigualdades 
i— y Za —3a? 
A 


1—a+ y 2a— da? A 
AS z* 
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segunda desigualdad de este sistema es eyuivalonte a 
y2 
tiene una sola solución: a=0. 

Conto este valor satisface también Ja primera desigualdad del 
sistema, ésto tieno una solución: a=0. Esto significa que 
4—a+ y 2a— 30? 

2 


14<-—a, que en el caso que estudiamos (0<. as -3). 


== con a=0 es la raíz de la ecuación (7) 
1 A 4 a 
(con a=0 tenemos ==3) + pero si az%0, x, es una raíz extraña, 


Comprobemos si el valor de x, satisface el sislema (10). Analice- 
mos el sistema de desigualdades: 








1—a—y 230? 
=> AE > 
i—a— Y 
ARK + << 
El es equivalente ol siguiente sstomo y, 
niás adelante, 
da—4a+1>0 Qa—1)3>0 
ca ó bien [saja—") 
a" ia 
de dondo O<a<+. Así, pues, 2 HERE e es la raíz de 





la ecuación (7) si el parámetro a satisface el siguiente sistema: 


0<a< 


sl cof es 


0<aS 


m|- 


, €s decir, O<a<>. 
Deeste morlo, la solución de la ecvación(7) so puedo escribir de la forma 
siguiente: 1) si a<0; a+ » ho hay raíces; 2) sia =0, x, = 

t— / 2a— 30? —a—y 2a— Jai z 
A IN 

2 2 2 

ay ada 

Señalemos que si a =0, zx, = x,. Esto permite que la anotación 
del resultado sea más breve. 
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ResuLTAaDO. 1) si a<0; >, no hay raíces; 2) si 0 


1 
<> 


IN 
a 
A 





EJEMPLO 6. Htesolvamos el sistema de ecuaciones 
( 123=2az+ay 
y =ax+2ay. 


SOLUCIÓN. Sustituyamos la primera ecuación del sistema (11) por 
la suma de las ecuaciones del sislema y la segunda ecuación, por su 
«liferencia. Oblenemos un sistema equivalente al inicial: 


54 y =3a (24 y) 
P—y=0a(1—y) 
(2+y) (xy + y?—30)=0 
(29) (24 xy4y4—a)=0. 


A su vez, el último sistema ese quivalente al siguiento conjunto 
de cuatro sistemas: 


(11) 


o bien 


T¡r+y=0 
a 
z+y=0 
host: 
a2— ay + y? == 30 

[ r—y=0 
2—zy+y=3u 
L a 


(12) 


(13) 





(14) 


(15) 


x,=0 
Del sistema (12) hall: »| s 
el sistema (12) hallamos: y, =0. 


Esta es la solución del sistema (11) con todo valor de a EA. 
Del sistema (13) oblenemos: 


¡ly 


2=a. 


(16) 


Aquí, a =0 es el valor de control del parámetro. Con a < 0 el sis- 
tema no tiene soluciones reales, pero si a >0, obtenemos: 


¡der ie 
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> AE 
Del sistema (14) hallamos: ( FPiBlo 


Aquí, como en el caso anterior, a = 0 es el valor de control del 
parámetro, Con a < 0 el sistema no liene solucionos reales, pero si 
a >0, oblenemos: 

( aj= —Y: 





ES 
u=V3' 


Ys = —Y 3a. 
E 4 I+y=4 
El sistema (15) es simélrico. Haciendo md obtenemos 
y =0, 
u*—3v=3a u 
2 de donde 
uU—u=a, vp= 





Así, pues, llegamos al siguiente sistema do ecuaciones. 


| 24 y=0 


1y=—4, 





—x 


y 
o bien ( a 





Este sistema coincide con el sistema (16) que ya fue resuelto más 
arriba. 


RESULTADO: 1) si a<0, (0; 0); 2) si 2>0, (0; 0), da—VYa, 
Va Va (V3a; Via), (—V3a; —V3a). 


memrLo 6. Resolvamos la desigualdad 
741 











sa dE 

FS > (1430) 7. (17) 

soLucIóN. Haciendo a +3 =0, hallamos e =—3 que es el 

primer valor de control del parámetro. Así, pues, hay que considerar 
los siguientes casos: 1) a < —3; 2) a =-—3;3) a > 





1) Consideremos cl caso a < —3. Aquí. a+3<06 y la desi- 
gualdad (17) esequivalente ala inecuación: 4 (72 — 11) <= (a 4 3) x 
X (1434) x, es decir, a la desigualdad: 


(Ba? 4 104 — 25) x > —44. (138) 
Suponiendo que 3a?*4 104 — 25 =0, hallamos el segundo valor 
5 
de control del parámetro a: a = 3 ¡a=-—5, 


“De esta forma, la solución de la desigualdad (18) ha de consido- 
rarse en los siguientes casos: 


¡0 50>% 4= —>; 
a<—3 ' ¡Jae 
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a<—5 a= —5 —=5<a<—3 


vs decir, en Los cue ; 
o 3ar4 10a—25>0 y, de la inecuación (18), 


En el prume: 











hallamos. 






En 

En el seguodo caso la leia idad (18) toma la forma: 0-2 > 
>-—44, lo que es válido con toda x. Por fin, si —5<a<—8, 
344-100 25<7 0, de (18) hallamos quo ca: 

2) Consideremos el caso a =—3. Entonces, la desigualdad (17) 
no tiono soluciones, 

3) Analicemos el caso a > —3. En tal caso a43>0 y (17) os 
equivalente a la desigualdad: 





4 (Te — 11) 3> (44.8) (l +3a)2 o bien  (3a?4 104 — 25) 2 < 






< —44. (19) 

Lo mismo que para la desigunldoa (18), los valores de control 
dol parániwetro « son aquí « y a= —5. Como ahora consido- 
ramos el caso cuando > —¿ “de los valores de control sólo dobe- 
mos lener en cuenta uno: a=3. De esto modo, al resolver la de- 


sigualdad (19) han du ser tomados en consideración los siguiontos 


casos 4> hia=d; =3<a< Sy: 














Y . 4h : 
En el primer caso hallamos: 1< EE el segun- 
do, la desigualdad (19) no Liene soluciones, en el tercero, obteno- 
A A. 
POS: > — Os 
5 
RESULTADO. 1) si a= —3; aso la desigualdad no tiene solu- 
A: so lo 5 44 y F 
ciones; 2) si a"; 3<a< q > 3mpiva—a5 3) si 
y a da 44 a E 
a>3> a< Pia * 4) si a= D, 
EJEMPLO 7, Resolvamos la desigualdad 
—2744>0. (20) 


sowución. Igualando a cero el cocficionte de 22% y el discrimi- 
nante del trinomio de segundo grado ar?—22--4, hallamos el pri- 
mer valor de control del parámetro a=0 y el segundo valor de con- 


tro! a=i (con ollo, si a>z. D<O0; si ah. D>0). Rosol- 
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vamos la desigualdad (20) en cada uno de los siguientes cuatro 
casos: 


1) 0>4:2) 0<0<G5 3) a=0; 4) a<0, 


1) Si al, el trinomio az?—2x- 4 Liene discrionnante nega- 
tivo y coeficiente superior positivo. Esto significa. que el trino- 
mio es posilivo con toda x, o sea, en este caso, la solución de la 
desigualdad (20) es el conjunto de todos los números reales, 

2) Si 0<ast, el trinomio a2?— 27-44 tiene Jas siguientas 


E 


raíces: Y, ¿= A 


, con la particularidad de que 


Y 
a ? a 





Así, pues, la solución de la desigualdad (20) es ol siguiente 
conjunto: 
1-14 
a 


r< 


¡> EE 


3) Sia =0, la desigualdad (20) toma la forma: —2e-+ 42» 0, 
de donde se obtiene z < 2. 


Yi 








4) Si a<0, tendremos UTA 


2 > 
De modo que en este caso la solución do (20) es el siguienlo sis- 
toma: 








5 


EY 


—YT=4 
e A Le Ml 





RESULTADO: 1) si a> 2 —o<XI<-+o; 2) si Uca 
HE EY I= 
1 y L ¡> 14% ha 








+3) sia=0, 12 4) sia<0, 








14 Y 1=%a 1— Y Ida 
A A 
EJEMPLO 8. Resolvamos la desigualdad 
241 1 z 4 
a Ta en 


soLución. Transformemos la desigualdad (21) a la forma 


241 
aa Var 
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y, a continuación, 
U—ajar+2r io 
2 
a (5) 

La desigualdad (22) es equivalente a la (24). El valor a =0 es 
el primer valor de control del parámetro. Igualando a cero el coefi- 
ciente de «2 en el numerador, hallamos el segundo valor de control 
dol parámotro: a = 1. Por fin, el discriminante del trinomio de se- 
gundo grado (| —a) 44-23 4344 08 igual a a?. El se reduce a 
cero con el valor de control a =U que ya hallamos. 

De modo que es conveniente considerar los siguientes casos: 
14)4=1:2)0=0: 3 ( e : 
)a=14;2) 4 =0; 3) sed. 

IResolvawmos la desigualdad (22) en cada uno de estos casos: 

4) Con a 1(22) toma la formar ze >0, de donde halla 
mos: 2Z—1, 1>2. 

2) Con « =0U (22) no Lliene soluciones. 

3 Si ( a 20, después de realizar en el numerador del primer 

3) Si 


miembro de la desigualdad (22) Ja descomposición en factores, obte- 
nemos la desigualdad 


>0. (22) 














1 
(—0 (41) Pa 1) . ñ 
A >0 (23) 





== 


equivalente a (22), y, por lo tanto, « (en. 
A su vez, la designaldad (23) debe analizarse en dos casos: 
( aj0 pl 
e ci 
En el primero, 1—a>0 y (23) toma el aspecto: 


(24) 


(25) 
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Para resolver las desigualdades (24) y (25) con el método de 
intervalos, hay que disponer en la recta numérica los puntos —1, 
e, en orden de crecimiento. Con este fin, compongamos las 


siguientes diferencias: 





ay-1 


e—1 


2 alt 2 
(0, == (=1), 4= - di 


u—1 








A 


y aclaremos que signo habrá en cada uno de Jos casos ublenidos. 
2a 


Consideremos la diferencia 4,= 





A1<0 A 


Fig. 31 





A 


1allamos (fig. 31) que si a<0, A, >0; si USA 1, dl, 0; 
si a>1, 4/>0. 

Analizando la diferencia 4,= ES , obtenemos (Ciy. 32) que 
sia<—2, Ag>0; si —2<4<0, A¿<0; si O<cca<: 
A,>0 y, por fin, si a=—2, A¿=0. 

lixaminemos ahora la diferencia 














ada 


A > 


Como el discriminante del trinomío de segundo grado 1? —a-|-2 
es negalivo, en tanto que el coeficiente de a?, positivo, a? — 4-2 73> 


A=0 
ES 





AL<O 12 >0 





y 
E 


Fig. 32 


> 0 con todo valor de a y el signo de diferencia Az sólo depende del 
signo del denominador a (2 — 4). Obtenemos (fig. 33) que sia < 0, 
A3>0;si0<2< 1, Ag< 0 sia >1, dy>0. 
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Mustremos ahora los resultados de la investigación de los signos 


de las diferencias 4,, Az, As (fig. 34). La desigualdad (24) se re- 
suelve a condición do que 0 a < 1 (en la fig. 34 estos valores de a 


nro > Ay<n 








están sombreados), por lo que hay que analizar dicha desigualdad 
en cada uno do los siguiontes casos: a < —2; 4 <a <0/0< a < 
<td; a=-—2. 








t1=0 

4159 

NE 
An íÑ 4,>0 
Ayer ha A¿P0 
pr Ay AJ>0 





Fig. 34 


En los primeros tres casos oblenemos, respeclivamento: 





lfabiendo resuelto la desigualdad (24) con el método de interva 
los (fig. 35, a, b, c), hallamos: 
E ds 2 < 1 
sia<—2, =1<r<G; > + R 


att, 
ad) 





si —2<a<0, list; 





si U<cza<t, <<; >. 


Por fin con a = —2 la dosigualdad (24) toma la forma 


te+) (=+3) 
a 


de donde hallamos 2>—2. 


50, 
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Al resolver la desigualdad (25) nos inleresarán los signos de las 

diferencias A,, Az, Ay sólo en el intervalo a > | (en la lig. 34 éste 
no está sombreado). Así, pues, con a > 1, lenemos: 


adi 








Con ayuda del mblodo: de intervalos hallamos la solución de 
(25): si a>t, 2<ti ir 





cas 








"_ AER A 


AH 
A 











Fig. 35 


Escribanos ahora el resultado definitivo para la desigualdad 
(21): 


eto 





4) si a<—2, i<r<tir>t 


2) si a=—2, +; 
E 





3) si -2<4<0, Lect > 


4) si e=0, la desigualdad no tiene 3, 2 0 


Ñ 


5) si 0<a<t, sist al; 
6) si a=1, <—1; Prisa 


7 sia>t, 2<—1; leo AA. 
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BIEmMeLO 9. Ifallemos todos los valores del parámetro a con los 
que el sistema de ecuaciones 
— tad ay 1-0 2 
; a (26) 
(64-a) 1 --2y=3+a 


no Liene soluciones. 
soLuCION, Ji sistema dado no es compatible cuando, y sólo 
cuando, 


o 1d (27) 























y hallamos: a =—2; a, =—4. 
Do la ccnación F=FE2, hallamos: ay= li a,= 2. 
Es decir, la condición PAL so verifica si axel; a —2. 
=-4 
Del sistema hallamos que Ja condición (27) 
es equivalente «a igualdad a= —4. Así, pues, con as —4 el 


sistema (26) no tiene soluciones. 

EsmmrLo to, Iallemos lodos los valores del parámetro a con los 
que la desigualdad (4 — 2 4-30) (1 — 24 3-3) < 0 se verifica para 
toda zw de 12, 3). 

SOLUCION. La «desigualdad dada tiene la forma (2 — 2) X 
x (2 — 23) < 0, donde 2, =2— 3a, xy = 2a — 3. Después de re- 
solverla oblenemos 1, <2< a, (si 1, < 2) o bien 1 << a 
(si 2, < 2); six, = zz, no hay solución. 


sr —ETEERAAIA 2 
de 


2 a N 








2-3u 2a-3 * 


Sig. 36 





Así, pues, como solución de la desigualdad inicial nos sirve el 
intervalo 12n — 3; 2 — 3al o bien 12 — 3a; 24 — 3l (fig. 36, a, b). 
Del planteamiento del problema se desprende que todos los pun- 
tos del segmento 12, 3] deben satislacer la «desigualdad prefijada, 
pero esto se verificará cuando, y sólo cuando, Jos puntos con coorde- 
nadas 2 y 3 yacen dentro del intervalo Jx,; 2,l ó le; xl, es decir, 
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cuando 24 —3X2<3<2—3a o bien cuando 2—3a <= 2 
<3< 2a —3. 

Del sistema de desigualdades 2a—3<2<3< 2— 3a vhtenemos 
2a—3<2 1 


el sistema de donde hallamos que a< 











2—3a>3, e 
El sistema de desigualdades 2—3a<2<3<2a—3 os equi- 
2—3a< 2 


valente al sistema f ao » de donde hallamos que a3>3. 
2a—-3>3, 
Así, pues, la desigualdad inicial se verifica con toda *€[2; 3] 
con a < -4 o bien a>3. 
EJEMPLO 11. Hallemos todos los valores del parámetro a con los 
que la ecuación 
Pqtr—2|2—a ]420=0 (28) 


lione dos raíces. 
soLUGIÓN, La ecuación dada os equivalente al conjunto de dos sis- 
temas mixtos 








z—a>U A 
24 4r—2 (24) 4-2—a=( es) 
z—a<0 

a+ da 2 (24) 4-24 0. (30) 





Jtesolvamos el sistema (29). Tenemos ( 





qe 2r da 120. 
ón 242r4a-42=0 es 
a >-—1, la ecuación 






El discriminante D de Ja ccua 
igual a (—a —1). Si D<O0, es deci 





+240a42=0 no liene raíces. Si D =0, osea, a = —1, dicha 
ecuación Liene wa sola raíz x= —l; si D>0, es decir, a < l, 
la ecuación tieno dos raíces: 2, => —1—Y—=a—1, a =-—l + 


+ Y —a —1. 

e rajcos halladas deben satisfacer la desigualdad 2 3> a; só- 
lo en tal caso se pueden considerar como soluciones del sistema (20). 
Es preciso considerar dos casos: 1) a 1,2) 4< A (conan > —t 
la ecuación del sistema (29), como dijimos más arriba, no tiene raí- 
ces, de modo que (29) no tiene soluciones). 











1) Sia =-—i, x =-—. En este caso, la designaldad use 
verifica, o sea, a = —1 es la solución de (29). 





2) Si a<—t, 1 =-—1-Y St ta 1 Ba 1 

Aclaremos con qué valores de a so verifica la desigualdad +, 
y con qué valores de a, la desigualdad x, > a. Dirijámonos, primero, 
a la desigualdad x, >a. 
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Tenemos sucesivamenle: 
—1-Y =a-T>a, 
Vacas e ROME (31 
Habiendo dividido ambos miembros de la desigualdad (31) por la 
expresión Y —a — Í, quo con « < —1 sólo toma valores positivos, 


obtenemos la inoenación 1< Y —a — [, equivalente a (31). 
Seguidamente tenomos: 1 < —a — 1, de donde a < —2. 
Examinemos ahora x, > a. Obtenomos: 

—14Y —a-=1t>a, Y —a—1 >0+ 1. 

Como con a < —1 ol primer miembro de esta desigualdad es po- 
sitivo y el seguudo nogativo, la desigualdad es válida con toda 
a —i. 

Definitivamente obtenemos la siguiente solución del sistema 
(29): si a>—1, no hay soluciones; si a:==—1, 2= —1; si —2< 
<asi—l, 2 —1+ Y —=a—1 5 sia<—2, 2 =-—1-Y—=a=1, 
+ y E 


Resolvamos el sistema (30). Tenemos 








Ly 
<a 


+62 2—3a=0. 
Do la ecuación 2? 461 --2—34= 0, hallamos: 


la =—34 Y 7+3%. 





Sia< no bay raícos reales, es decir, el sistema (30) 


z> 
' tumpoco tiene solución; si a= d ,t=-—3; si >: y Ey 

=-—3- Y 74%, q=-—34+Y7+3. 
De las ruícos halladas elegimos aquellas que salisfacen la desi- 





gunldad <a. Si a= 3 ,1=—3 y da desigualdad <a se veri- 
fica. O sea, +=—3 es la solución del sistema (30). 
Sen a>—+. Aclaremos con qué valovos de a se verifica la 


desigualdad xa. Tenemos: 
—3 Y 7434 <a, 
VT+32a >-—a—3. (32) 
Como con a>—Í, el primer miembro de (32) es positivo y el 


segundo negativo, la desigualdad (32) es cierta. 
De este modo, x, es la solución del sistema (30) con toda a>—Í. 
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Ahora, examinemos la desigualdad x, <a. Tenemos: 

—34+Y 7430 <a, 

V7F3a <a+3. (33) 
Como con a>—Í los dos miembros de la desigualdad (33) 


son positivos, datos al cuadrado, obtenemos Ja desigttablil 
equivalente 74 3a<(a-+3), A conlinuación, lenemos: (a 
X (a +2) >0, de donde hallamos que e <—2 o bien n 
Así, pues, z, es la solución del sistema (30) si =3< 0% —2 0 
bien a > —1. 

Definitivamente obtenemos las siguientes soluciones del sistema 
(30): 


; 7 ds E Me “ 
si aL no hay soluciones; si a= = q 1% 








si —Í<a<—2 29 = 34/73; 


si 2<a<—1, 2=3,=-—3-Y 7430; 


sia>—1, 2. =-—32-Y743. 

Ílomos hallado las soluciones de los sistemas (29) y (30). La so- 
lución de la ccnación (29) es la unión de las solucionos do los siste- 
mas (29) y (30) halladas. 

De los razonamientos aducidos con anterioridad os evidente que 
dicha unión debe realizarse por separado con los siguienles valores 
del parámetro: 

1) ze 4d 2a=-4; 3) —-2<a<—4d; 4) a —2; 
5) —h<a<—2 0) ah; Mal 

1) Si «> —1£, Ja ecuación tiene dos raices: 2, 7 vs decir, 
—3 Y 743. 

2) Sia = —A, la ecuación tiene dos raíces: —], — 

3) Si —2<a<-—i, la ecuación tiene dos raí 















Za, Ez os decir, —1--P Za—=1 y —3-Y 
4) Si a«=—2, la ecuación biene Lres raíces: —2, 0, —4, 


5) Si << —2, la ecuación tiene cuatro raíces: —1-t 
+/—=a=1, —-3+Y7+430. 

6) Si a=—+, la ecuación tiene tres raíces: —3, —1l-+ 
rt. 
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la ecuación tiene dos raíces: x=-—1-+ 





y=—1-Y—a 
Así, pues, la ecuación (28) tiene, exactamente, dos raíces con 
a> —2o0 bien cona<—+. 


EJEMPLO 12. Hallemos todos los valores de a, con los que la ecua- 
ción 
2 log (243) = log az (34) 
tiene una sola ruiz. 
SOLUCIÓN. lransformemos la ecuación a la forma log (x-+ 3)? = 
= log A continuación, obtenemos (2-3)? =azx, de donde 


2—(—6x9=0. (85) 


La ecuación (34) tieno una sola raíz en los siguientes casos: 1) la 
ecuación (35) liene una sola raíz y ésta satisface la ecuación (34); 
2) la ecuación (35) lieno dos raíces, pero una de ellas es oxlraña para 
la ecuación (34). 

Consideremos el primer caso. La ecuación (35) Liene una raíz si 
su discriminante Y es nulo. Tenemos D = (a — 6)? — 36 =« — 
— 1%a. 

D =0 cuna =00 bien con a = 12. El caso cuando a = 0 no se 
considera, ya que con a = 0 el segundo miembro de (34) es indeter- 
minado. Sia = 12, de la ecuación (35) hallamos z = 3, única raíz de 
la ecuación (35) y, como muestra la verificación, que satisface Lam- 
bién la ccnación (34). 

lxaminenos el segundo caso cuando D>>0. Aquí, (35) biene 


—6 4 Va 12a 








dos raíces: 1,,,= 7 

Con el lin de que las raíces lalladas lo sean de la ecuación (34), 
es necesario y suficiente que ellas satisfagan la desigualdad x +3 > 
> 0. Así, pues, de las raíces Imlladas de la ecuación (35) una será 
la raíz de la ecuación (34), mientras que la obra no sorá raíz de esta 
ecuación cuando, y sólo cuando, 








.1>-—3 a qn 
2 9 bie s 
253 0 losa, 
e A AA 
donde =.-= sel El = áza » Ta el Ls Aza ke 


De este modo, el problema se reduce «a la solución del conjunto 
de dos sistemas de desigualdades 
a 6+ YI a—6-YaTi 
2 2% 2 a 
a ya 
3 E 
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Resolvamos el primer sistema. Tenemos: 


y 2—12a>—ae 
y 2—Ta>a, 


de donde a? — 12a > a?, es decir, a < 0. 
Resolvamos el segundo sistema. Tenemos: 


( y 2—-a<ae 


Y ¿—=IZS< —«a. 


Este sistema no tiene soluciones, ya que bieo a< 0, o bien 
—a < 0, es decir, o la primera desigualdad, o bien la segunda «lel 
último sistema no liene soluciones. Así, pues, el segundo caso se ve- 
rifica con a <0. 

En definitiva, obtenemos que la ecuación (34) Liene la única so- 
lución si a = 12 o bien si a < 0. 


EJERCICIOS 


Resuelvan las siguientos ecuaciones: 
1119. (a2—2a+ 1) 2=a? 4203. 
1120. (—a—4a- 4) 1=0— 








A Ey ay ara so aa _ za 

1121. 24 LM 

1123. — 2 A dr. 
a a 





$125. a —(1—20) 2 a—2=0. 
1126. (2a—5) 22—(3a-+1) 140 1=1 
1127. (24a—2) 24-24 4a43) 20? =0. 


1128, 












1129. 


a 
ME 40, 


2a—z 


1100. 


1. ——— 





o z—a y reja  z—% , eL? G(a—1 
ci A Sa E — E L. 
1133. 2 Gar 1 7=0. 1434. ta 
1135. 2 YUZ 1136. Vz—2a— Y 
137. VW 34—Y2=3ad=x V2, 


vs. 21 aq y aa=V o—24 Y 70 





vz 
2 
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1139. 





e e 
Vita Via 
1141, (4a—15) 32-20 |5] -+4=0. 

> 





1140. 





1442. Togy col loggy == log dog ute 
1143. 1441 2.1254. 40. 
1444. 3.4972. 1-27 => 0-42, 
1 1 
(10 lg loga) A 
1146, log 2e-+log (2—2)=1l0g log a. 
47, Logo logro) 22, 





1145. 1—loga= 











1148, log, PGE 082 (4— 2) — 108,4 (16—2)2=2., 
L14D. 2==l0gqn (1-J-2) == 3 logo 1I=1— 108,2 (1? 1)?. 
1150, Fa at, 1154, RIO IO) 4, 

1452, alt log3% q. (dogs 243, 


1153. log (1— VIT) =108,2 (8— V1+2). 
a—a 
1154. logy¿0 108,2 3 =1> 
logy (2a—2) , 10ga YZ_ 4 
Logx 2 log, Y 2 VOB ga 12 * 
Iesuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones: 


e [Brdy=l ya 1 (Ma) 4ay=>. 
J1ESS (sud y, ud Licrazts=s, 


1158. is 1150. (a Ya 1160. er n= 


1455. 











arty=a?, Pipe (y) (447) = 150%, 
xbyAz ard-y=z 
1161. (Et 1162. (ue 3ar 
yaa? P-1i=00, 
Pie e 47 
1163. E 1164. ( a 
Yi y=40. Va+ Y y=a. 


Resuelvan las siguientes desigualdades: 
1105, aéar<l—2. 


1166. 2043 (08) HF < 4 (++ 














rd * SE =5 
A 
1968. 2223 4 1469. | A E 
5x—áa 





TO. (2,5041) 274 (ad-2) ra < 0. 


171. 


1173. 
7 1175. 
1177, 


1179. 
1184. 


1183. 


1185. 
1186. 
1187, 


1188, 
1189. 


11490. 


1191, 
1192, 
1193, 
1194. 
1195. 


1196. 


19, 
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Vid 2ar+la >. 1172. vá 


2V3H0>241. 1474. PI-Yi1>a. 
ViIF2<a=z. 11016. ValzadYaz>a. 
ViTi<a=x 118. VB=04 Ya, 








y 2 >a—z. 1180. logo (1—1) +logaz > 2. 
log y (12240) >—3. 1182. logs (—a) >2. 
7 
logn (85 —2%) 141082 x 
Toga (62) 99 1184, 1080 Troy, 0: 


1-+lo8x A (log log a—1) log: 10. 


ey (a+ 21—2?) < 2, 


¿Con qué valoros de a las dos raícos do Ja ecuación 22— bar + (2 — 2a + 
+ Yu?) = 0 son mayores que 3? 

¿Con qué valores de a las dos raíces de la ecuación 1? — ar 4-2 =0 
pertenecen al segmonto (0; 3]? 

¿Con qué valores do «a la desigualdad 4% — 4-2: — a: 3: 0 Liene, 
por Jo menos, una solución? 





—i 


¿Con qué valores de a la desigualdad q <0 se verifica con toda 





z perteneciente a [1; 2)? 

¿Con qué valores de a la desigualdad (2 — 3a) (4 — a — 3) < 0 se veri- 
ica con toda x perteneciente a (1; 3)? 

¿Con qué valores de a la ecuación x | x-+- 20] +41 —a=0 súlo tieno 
una raíz? 

¿Con qué valores de a la ecuación 2 | 2—2a| — 1 —a=0 tiene una 
raiz 

¿Con qué valores de a Ja ecuación 11 —4x—2)2—a ad 2=0 
tieno dos raíces? 

¿Con qué valores de a el sistema 


OE z44042<0 


Pla=4 


tiene, por Jo menos, una solución? 
Con qué valores de a el sistema 


e 


ar=1 


tiene, por lo menos, una solución? 
¿Con qué valores de a el sistema 


AO <0 
:+0=0 


no biene soluciones? 
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1198. Con qué valores de a el sistema 


24 (ia) Hi L<» 





no biene soluciones? 
1199. Con qué valores de a el sistema 
L—724+6] 4224-50 0—42 2] =0 
dada 
liene, exactumente, dos soluciones? 
1200. ¿Con qué valores de a el sistema 
(450-441 —912 5.0 4—10x [71 =0 
tn: 1) =-La (a--2)=0 





biene una sola solución? 
1201. ¿Con qué valores de a el sistema 
( (e Telde — 51 642 [2] =0 
24—2(04+2) 2 4a(r-+4)=0 
Lione dos soluciones? 


1202. ¿Con qué valores de a la ccuación log (1*-+ 2ax) —1og (8 —Ca —3) =0 
tiene la única raíz? 





Segunda parte. TRIGONOMETRIA 





Capítulo 1 
TRANSFORMACIONES IDÉNTICAS DE EXPRESIONES 


$ 1. Transformaciones idénticas de expresiones 
trigonométricas 


Recordemos Jas fundamentales reglas do Lrigonomotría, 
1. Signos de las funciones trigonométricas por cuadrantes; 

















Cundrante 20 | cs 00 lo = | e 
HEMENIA E: 
00 EC E E 
CN II 

E IC AE 





II. Ciertos valores de las funciones trigonométricas: 





[o 





els 





“3 








* 





> 


tgz 





1415 
| 0 | Es, 
|” 





clgz 


E 
E 
aa 
E 
E 











140204 
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11. Paridad, periodicidad. 
La función y = cos z os par, las demás funciones trigonométri- 
cas son imparos. Ásí, pues, 


cos (—x) = tos x, 
sen (—x) = —sen x, 


l(—=2)=—bl ur (+ +1) : 
ely (—=z) = —otg z (1 am). 





Todas las Íuncionos trigonométricas son periódicas. Con ello, 
T = 2n es el período de las funciones y = Sen z, y = cos x, en bauto 
que 7 =x1, el período de las funciones y = tg x, y =ctg x, Asi, 
pues, 
sen (1-21) = sen (1 — 21) = sen x, 
cos (1-4 21) = cos (x — 214) = cos x, 


yt =yr0)=yz (14m), 
clg (u+ 82) =0tg (1 — 1) = 0lg z (1 22). 


1V. Fórmulas que ligan las funciones trigonométricas de un mismo 
argumento 





costa + seda= 1, (1v.1) 
1 
dd gta (a+ + a), (1V.2) 
! q 
14-clg?a=-q q (am). (1V.3) 


V. Fórmulas que ligan las funciones de argmuentos, uno de los cua- 
les es dos veces mayor que el otro: 








sen 2a = 2 sen a cos a, (V.1) 

cos 2 = cos? a — sen? í. (V.2) 

E lar aa), (Va) 
cat PEL 

cnn EE (ARE) 

1-4 cos 2a = 2 cos? a, (V.5) 

1 — cos Za = 2 sen? a, (V.6) 

1 + sen 2a = (cos a + sen a). (V.7) 


* Por doquier, en adelante, si uo hay especiales reservas, so sobreen- 
tiende que los parámetros x, k, 1, m, . . -. toman cualesquier valores enteros, 
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VI. Fórmulas de adición de los argumentos: 


sen (e E P) = sen a cos PE sen feosa, (VIA) 


cos (a + f) = cos a cos $ =F sen a sen f, (WE3) 








. (a+ f)= E (adam, pea, 


ap 420m) a (VL3) 





ctg (u + P)= Guy (ases, palo, a pam). (VLA) 


VII. Fórmulas de reducción: 

























































































x nta | 2 2 
z laa 
senz | cosa cosa] sen | sena | cosa | —c08 0 | —sun 
cosz [| «nú | —-sunaj—cosa | cosa | sono | snmaj cosa 
gx | clg a -clg a liga ga cga | —lga -lga 
dez | ga galega clga tga | —tga | —cy a 


























Para que sea más fácil retener en la memoria las fórmulas de re- 
ducción indicadas en la tabla, se puede aplicar Ja siguiente regla 
nemónica: 

1) determinar la denominación de la función (si el arco a se di- 
seña desde el diámetro horizontal (1 + a, 21 — a), el nombre de la 
unción se conserva, si el arco « so diseña desde el diámetro vertical 


Ey 3 s 
(Fe a, qt a) , las funciones seno, coseno, tangente, colnngente 
cambian por coseno, seno, colaugente, tangente, respectivamente); 


2) determinar el signo de la función; considerando el arco a. como 
ol del primer cuadranto, se halla el cuadrante en el que yace el arco 
E a y se dolermina el signo de la función dada on dicho cua- 
drante, 


tar 
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VII1. Fórmulas de transformación de la adición de funciones trigo- 
nomélricas en su producto: 








sen a 4- sen = 2 sen 3 (V11L4) 
sen a —sen P =2 sen e cos sn . (VI11.2) 
cosa-1-0osp=2c0s LLL cos EE, (V101.3) 
cos a —eos )=2 sen Ben po A (V1L4) 











pat tgp= A (aran, PH Ha), (VILO) 


sen (1) + a) 
sena sen | 





clga E clap) (a=enn, Bank).  (VIUS.O) 


YX. Fórmulas de transformación del producto de funciones trigono- 
métricas en su sun; 


sona cos p= ENE B)] sen(eO), (IX.1) 
cosacos p= sei cosle 6. A (12) 
sun a sen p=ne—Mcste+t (1.3) 


rJembLo 1. Simplifiquemos la expresión 
fa) = sens (a— 270%) cos (360 —-a) 
180-507) cost (a 2707) 
soLución. Haciendo uso de la paridad de la función y=c05z e 
imporidad do y= senz, y=lgx, oblenemo 
1(0)= —sen? (2702 a) cos (360 —a) 
— "43 (907 —ax) cos3 (270”—a) * 
Empleando las fórmulas de reducción, hallamos: 











—cos? acosa costa 
fa) = 3 == - =C03 0. 
Agos a) A 
sen a 


La expresión inicial es idénticamente igual a cosa sobre el 
conjunto de tales a que seno 40, cosazt0, es decir, cona=£ 





a 
mz = + sen 2a, 


A 
ERAN 
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Ss LUCIÓN. Transformemos el primer miembro de la identidad: 
cos? a, es cos? a 


CNCA = = 
Y z cos Al sen z 














a El 
sen 3 cos 











Pero (véanse las fórmulas (V.1) y (V.2), pág. 210) 





sen E cos H Lena, cos. E sent cosa 
dado a ES ' 


por lo que 


sen y cos $ 
E E 2 2 1 
Ro = 2 
costa a ir ie 
cos? -—cos* 





1 1 4 
= 7 SON A COS += SUN LA. 
2 4 


La identidad demostrada es válida a condición de que: son E x 
x cos E 0 y cosaz0, o sea, consena 4) y cosa0, e 
decir, con a + 
EJEMPLO 3. Demostremos Ja identidad 
tg? 20— tg? a 
tg 2a ia 
SOLUCION. Desarrollemos en factores el numerador y denominador 
de la expresión en el primer miembro de la identidad: 
lg? 20 — Ig? a (lg 20 —tg a) (tg 20 la) 
1-20 to — (1—Igletgo) (Fig lalga) 
tglo+biga_  ty2a—Iga 
—TA—Gla o 1Flglatgo * 
A continuación, empleando la fórmula (VL.3) (pág. 211), halla- 
mos: 


= lg 3a lga. 








lg (La + 0)-tg (La — a) = lg 3a-tg a. 


La identidad demostrada es válida coast 4 nd, la e 


E 


+ Han, 30 q + sun, es decir, cont a”, Y EE 
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E (a conjunto P de todos los números de la forma 





E ae está contenido en el conjunto M7 de todos los números 


de la forma 42), 
G 3 


EJEMPLO 4. Demostremos la identidad 
4 sen oz sen (60% — a) sen (60% 4- a) = sen 3u. 
SOLUCION. Ayní, es conveniente omplear para el primer miembro 
do la identidad las fórmulas del grupo 1% (pág. 212). enemos: 
4 sen e sen (60% — a) sen (60? + a) = 


eos (607 — a — 60? — a) — cos (000 —a + 60+4+a) 


=4sen a z 


1 






= 2 sen a (cos (— 2a) —cos 120%) = 2 son (cos 2a + 
== 2 sena cos 2 4- sen a= 2 Sen io deb son fade) 


4 sen a == —sen a |- sen da + sen a =sen da. 





Es evidente, que la identidad demostrada es válida con todos los 
valores reales de a. 
EJEMPLO 5. Comprobemos la igualdad 
son 47% + sen 61% — sen 11? — sen 25% = cos 7%, 


soLución. Para la transforinación del primer miembro de la igual- 
dad emplecmos las fórmulas del grupo VI, Ponemos: 
(sen 47? + sen 61") — (sen 11? + sen 25% = 2 son 54? cos 7? — 
— 2 sen 18" cos 77 = 2 cos 7? (sen 54” — sen 18%) = 
= 2 cos 7-2 sen 18? cos 36. 
Si la expresión vblenida se multiplica y divide por cos 18”, es 


posible hacer uso de que 2 sen 18? cos 18” = sen 36%. 
Enutoncos, vbtenemos: 


cos 18? 
“cos 18? 





2e05 79. 5 30% eos 302 


sen 720 
cos 18 ds 


í 
ct 087 


=c05 7". cos 7”, 


Así, pues, la igualdad inicial es cierta. 


Observación, En muchos casos, cuando tenemos el producto de la forma 
sen a cos 2a vus 4a-. . .- cos ¿Ma o do la forma cos a cos Za cos 4a-...:2%, 
es útil el procedimiento que utilizamos en el ejemplo 5. El consiste cn que la 
expresión dada so multiplica y divide por cos a o bien, por sen a, con el fin 
de que después de utilizar la fórmula 2 sen a cos a = sen 2a, seguidamenlo Ja 
fórmula 2 seni2 a cos 2 a = senáú a, ele., simplificar la expresión dada. Hustre- 
mos Jo dicho con un ejemplo. 
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JENPLO 6. Calculemos cos cos 2 dos cos EL cos Je. 
AS AT 65 


Sn 
X 008 5 + 


soLucióN. Designemos sl producto dado col : 








AI oros 

















E 
y dividamos A por 2 sen 7 . Como 2sen E COS 7 = sen 
2 21 ón Su 16% 32n 
LA 05 cos 05 cos 65 COS 65 cos 05 cn 55 
2 sen + 
A continuación, lenemos: 
La to ES 

+ PAE ' 





elc. Como resullado, obtenemos 











EJEMPLO 7. Sabemos que (ga =— 37 <a a. Mallomos 
g y F 


los valores de las demás [uncionos iegonomátel icas del argumento a. 
SOLUCIÓN. Ante todo hatlemos el valor de clg a. 


Tenemos: clra=L-= pe A continuación, de la fórmula 
lga 3 
(1V. 2), obtenemos: 
costa = A PELA 
“ea 
Es decir, cosa o bien cosa == —t, Pero, de acuerdo con 


el planteamiento, « pertenece al segundo cuadrante, donde el coso- 
no sólo toma valores negalivos. Así, pues, cos a = he 


sena 
Como tga= = e) sena= lgacosa, de dondo sena ==. Do 





4 lc Lo E 
modo que ctga= —q + 10s0=— 5 Sena ==>. 


EJEMPLO 8. Calculemos sen a, cos a, lg a, olga sia - 112230". 
soLución. Do la fórmula (V.5) so desprende 


2a 


[cosa | = y EEpE. 


Como 90? < 112? 30" < 180”, cosa <0. 
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Según el planteamiento 2a = 225”, es decir, 


cos 112930" =- Y 











De modo análogo, empleando la fórmula (V.6) y teniendo en 
cuenta que, según el planteamiento, a es un ángulo del segundo 
cuadrante, oblonemos: 


sen 112230" = (Alar, 











2-11 
2 






tio a y, 
ya" 
ly 130 ——L 1 y 2 
el =0 rra pa 
EJEMPLO 9. CalcuJemos ez si cosa= —0,6 y 180 <a < 2700, 


soución. Del planteamiento so deduce que 45 <G < 67:30", 


Pero, entonces e >0. Empleando Jas fórmulas (V.5) y (V.6), 
obtenemos: 


/ eos 











14 cos 





Como de acuerdo con el planteamiento 1480 <a < 270%, 0s 
decir, 90< Á< 135%, cos E <0. De modo que 


y 14 06 Vi 
cn EE / E 
ay Pa az 
t = 
y uz V 1 


eLo 10. Caleulemos 16 sen F sen 














_ 44 yb 
==. 








; 3 
si cosa =-p. 
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soLución, Según la fórmula (IX, 3) y, a continuación, (V.5) 
obtenemos 








16 sen 5 sen = =16 


=8 (cos a —cos 20) =8 (vos a—2c0s* a + 1) 
Pero csa=h, por lo que 


16 sen $ sen E > se 8 (Í- 2(P) +1) =5. 

poeueLo 11. Demostremos que si 2>0, B>0, y:>0 y a+ BA 
hr 

tgatgpA-tuPigy+tyiga=1. (1 

soLucIóN, Trausformemos el primer miembro de la igualdad, 

tomando en consideración que, de acuerdo con el plambeamiento, 


y (04 ph: 
tata lg ly y+yylga=tgalgp+ 
++ =p lg0+ te (F— (as 8)) x 
x(tga+tgP)=Igatgp--cg(a+p)(tga+ tp) 


= ga lapa mm a + ty P)= 
l—igay S 
e a e at) Lg lg 


+1i—igatgp=1. 
De este modo, la identidad (£) queda demostrada. 


:= 3 
EJEMPLO 12. Demostremos que si FE <a a, 


A — ) o 
Y 2ogut = —1—ctga. (3) 
DEMOSTRACIÓN. Tenemos: 


=VY 2 ctg 0-1 Tola 





Y 2etga+ 


a 
=/ (Helga? = 11 olga). 
Como en el intervalo E <a<u se verifica la desigualdad 


ctga<—1, en ese intervalo 1+clga<ÓO y, por consiguiente, 
f44-clgal=—1—cty a. 
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Así, pues, si xa 1, la identidad (2) está demostrada. 


EJEMPLO 13. Demostremos que si sena + senf = 2sen (a+ f), 
doude a+ ae, 





DEMOSTRACIÓN. Transflormando los miembros primero y segundo 
de la igualdad sen a -+-son f=2sen (a +6) según las fórmulas de 
los grupos VUI y VI, obtenemos: 


A 


en: ab 
2sen E 7 1 sen y 


cos FR E (4) 





Como a+ Patent, es desir, pa Et, cos —— Sl +0 y 





sen Ho y, entonces, do la igunidad (4) se pl 














eb ep 5 
cos y =2c05 7 (5) 
Consideremos la expresión uz yt. "Tendremos: 
et sen 5 sen £ Sos 25L —cos eb 
E E A E 
cos 7 cos y cos a 3 


(homos ewpleado Jas fórmulas (1X.3) y (1X.2)). Haciendo uso de la 
igualdad (5), obtenemos: 








Así, pues, la igualdad (3) queda demostrada. 
EJEMPLO 14. Demostremos que si 


liga z ; dr > 0<a<t y y 0<Pb<E, 





po, 
souución. Calculemos tg (a-+ 28). Tenemos: 
1 
q +28 


mí («-1-28) = 20-482 : , 
+80 


1-04 28 





5 1. Transformaciones do expresiones trigonométricas a) 


Ahora, hay que hallas el valor de tg 26. Con este fin hacemos 
uso de que sp 7 7" 0<p<E ye 
Tenemos: 


cos PB = Y 1—sonTp +. VA e 











Es decir, tg (a-+-28)= 
di 


De acuerdo con el planteamiento D<a<s y USA, así 


que 0-28 <a, pero ty2a=2>0, o sea, U< 2f 5 y, por 


lo tanto, 0<a-+2P8<x. Pero en el intervalo J0; 21 la Iunción 
tgx toma el valor 1 sólo en el punto + Esto significa que a-+ 








EJERCICIOS 
Simplifiquen das expresiones: 


2008 (5-<) sen ($+a) lg (1—a) 








2 
id ctg (E «) sen (a—«a) 
am rada) mE 


a 00 (245) cos (21 — |) tg (1—a1 


ctg + 2 
1205. ENCAEN 1206. nia 2. 

e 343 

24594 a) — —ee 
1207 tg? (45%4-a) —1 1208. (E 1—sen a 


EAT cos 
200% a— 1 


20 (<a) e (44) * 
1210. cost (a +) +cos? (ua — PB) —cos 2a vos 28. 
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de, Ena -bsen Da, 
"cos a-[-cosda-Ecos ha * 
1212, on 0.) sen a-—[-sen Sa + sen Ta 





0-|-cos da > cos Da [> eos Tu 
sen asen Ga sen Sab... sen (21 —1) 0 

















O prada teta Potaje 

1. 1215. cosám | 4eos 2043. 
O A 
1218. sen (Pd E) — son ($3). 





Son (Quel 02) 


sd Aso (1594 en (15) 


ñ 
Comprueben Jas igualdades: 
» m 7 
1220. sen qq es 


1222. 805 11? cus 2 cos á"=eclg 10. 


=+. 1221. 1955914 35"=2 18 91, 















1223. cos Y oy 3 1224. cos E4-cos 21 
a 6 E 
toos 
1225. 141 30%] tg 400-p esrqrgon Bl 
1226. son TU 48 ens 217 cos AD? vos SI? = 2 0053 10%, 
bl L—4 sen 107 son 70? 
1227. a =1, 
1228. 0052441 cus 48 '—cos 84? —cos (29 L 
, 4 6 
1229. cos LE 4 os 2 cos Et. 
1230. tg 20 [- 19 40% | 141 80 — Lg 60%=8 sen 41. 
1231. tg ó 20930 Ig DIO 4-97 182 200 
32. sent E spppe 20 ja 1 33, 1230-27 P=5 á 
1232. son soi E sen E 28, Ig IO Ag TL, 


PRA. ES TB 2 pg y, 


n 3a TA un ea E 27 de En 
Dr OS =p 608 gp 00s 3 Ag 005 =p COS [pr 00s ¡57 + 


Desnuestres las ideutidades: 


EM) 





1236. cos 


sonta—P)_, 
Coop 











1239. yy "cs a cost ho sen Za sen B-bscn? a sen? B= [cos (a+ Po]. 
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3 3: 
1250. ct ( ES a) sen ( . +0) sen (a 7) + 
+ tg (14 a) cos (1 +0) cos (21 —a) = 
1241. sen (a —2709 cos (a 4-91) tg (3u— 18119) = 
=cos (18% —a) sen (1802—a) ctg (91 —3a). 
1242. 3 (sent x--cost x) —2 (sen x -]-u0st x)=1, 
wa pe 3 aa any pe 
ENE TUTTI IÓ 
s204, Lo 9—cosde , senta senda 
cosa son a 
cos2a___ t-lga 
q TFsenda —TFlga * 
1246. 1 —sen 8a =2 c0s* (45-+4u). 





1243. 





=3, 


cuUs Ls E 
A 1 


VA MMMM e 
cos Les A 
2 2 
A clga--senia _  2e0sa 
1248: snae-plga — I—c0s2a * 


ay_ curia+tga 
1249. A a 


1250. (cos a $-sen B)? + (sen o —cos P)?=4 cos? (45 + 





1251. a +olg 2) cg tg 


1—2c082 p 


sorcos BOO 





1250, VDE T=na=2s0F (0<a<-+4). 


54. 4sen (+5) sen (a) =ósata—, 


. 2cog a cos f cos (a+ f)) =cus! a locos! p—sen? (24 [ho 
. cosa-- cos PB -/- cos y 4 cos (a+ Bl y) = 


cos EE cos 240 co BE, 


scan _ sen (af) sen (a —B) 
le art +elg 2, 2cosh 











1258. cosa Ecos 3a—F.cos Ba == 8 soni a cos? a. 
1250 2 sen a —sen 3a-sen Sa 2 cos 2 
00” dos a —2 cos Za + cos da dl 





yz 
1260. cos a+ cos (120”— a) +- cos (1204-01) =0, 


A yo “ro 2 Gal 
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1262. 





e (a+). 


sen 24 





Calenlen su emplear las tablas: 

sen 10? cos 20" 4-cos 10 sen 20% 

cos 19% cos 112—sen 19 sen 11 * 
sen 9 cos 3Y"—cos EN sen 39% 








1203, 


1264. a 
08 —=,- COS EA sen ve 7 Ea 
cos = 28 ag 


1205. cos15”. 1206, t4 15. 1267, sen 285". 1268. cos 165”, 
1269, cos 29230", 

1270, 2 sen 40% + 2 cos 1307 — 3 sen 100 — 3 cos (— 110%). 
1271. cos 107 cos 30% cos 50? cos 70%, 

1272. 46 sen 100 sen 30% sen 507 sen 707 sen 90%, 








1273. Ag 9 — Ur 27% — dr 630 E SI, 
1274. Calenlen sena, cosa, ga si clgo=--2 y q <u<a 
a : 3 3n 
1225. Calculen cen, (ga, clgo si cosa=—q y n<a< E, 
1276. Culenten cosa, ga, clga si a+ ES <a<on. 








1277. Calculen sen Za, cosZa, tg2a, clgZa si cosa=qp y O<a< 





3 
” sen 7 cosa 4 

1278. Calculon Entra A 

1279. Calculen cos (Ga) sisena= -+ y Fa<a<tn. 

1240. Demuestren que a+ f= si sona= 2, sena 





v5 VAT 





1281. Mallew: a) Igza-bctgta; )) tea +elga; 0) lga—ctga 
si Iga-felga ==. 
1282. Calculen seur, cos], go si a) cosa=08 y 0<a< 


2 y 199<0<20w. 





bh uya 


1283. Calculen sen si sona —=5e y 5 <a<u0, 














La la 2a 
284. Do o E E es 
1284. Demuestren que sen == + cos a rd tgx == 
si us Ñ 
y 
1285. Calculen Ig si sena cosa= Ls y 0<o< E. 
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Demuestren las identidad es: 


1280. 1-+cu Ly otg (45 — £) ou Ll ay (15 — £) , 


1287. 1g 30=1g 0 1g (6040) tg (600). 


1288... cos az cos Za cos 4a cos Ba: cos 46 a 51324 


32sena * 
1289. 9cos 15043 cos 7a-+3 cos 10a-+-9 cos 110. = 24 008? Za cos Vda. 
4-psen a cos Y 2 sen 2a 
1290. —=7 Z 5 
sen”! a —c0s7! a — sen a cos a ds E 
con (2—a) 





1291. 3-4 cos 244-005 4a =8 sent a. 











AA 1 E 
A A Z 
e Y qt a= VE si 0<a <a 
£ 1 2 x 
1203, V senta pl costa za “a aa: 


1094, YT Vies (aL) s- 


< E, año. 


1205. V Aga Fosa Y ga 04 =2 cos + Vga s 0< 


1296. Vi RETO 
—sen a 














—2 Igo si 5 +2nk <a < 4 2ade. 


2 a EJ 
377 si nik <a<-Á+uk 
17. yigaragarle] e a 

——_—. si— =p ne <a < uk. 
sen 2a 
1298. Vi=r0os Za cos Za + M1 =c09 24 1 1/2 (sen Uu4-cus ue) = 


2 Y 2 (sen a-|- cosa) si 2d <a < + 2nk 


2/2sna si Fm <a < + 2nk 
0 sin+2n<as 14204 
2 2cosa 2 <a < 2n-)-2nk. 





1299. YI F2 sena cosa = 


ñ Vicos («—5) si + da < 4 2as 


—VY Zcos («—5) si Tal OS 
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3300. ty 20 1 (407 — a) 4 lg 2 (60 —0) 1 a (60?-—a) lg (307—a)=1. 
1301, senta sen (Py) sent f sen (y— e) | send ys (a) = 
4 sen cesen Jisen y sen (0 — fi) sen (f —y) sen (ya). 


1302. cosacos fal cos y= 144 sen sen «de snosi a Py 











1303, seu aseo Jide y cos Los Locos Es ad 


1304. ga gfdlgyr laa la flgw sia ya. 
1305, costo ecos? Pecos y— 4 = 





—4)" 2 cos a cos ens y si ap y=an. 
on + sabp=y 


Y7-2 








1306. su 0 Esen [Y esen y=4 cos E 


1307. sen a ren fqeson y sen S=4 sen 24 Len 


EBlyes 2 
1308. a Le ens? y— cost 6 =2 sen 184 y) sun (a + y) sen (a 4-p) si a+ 
A Boeya 


Dremuestrosr que: 














1309. St lag Zee cti 2] — eg ly lg 2 lr 2 cz, EA r=3 2. 
3310. Si tgo | IP Fiv=teatblay, ai ey 10m. 
1311. Si sen2 asun? Pen? y—2= 2 08 0% vos [5 cas ya 
Ta PB y= 00 (2-1) 
ap yaa (2d 
a+f—y=1x (2m41) 
| a—P—y=2 (2n-1-1). 








1 » 
1812, Sin senta Mc za AT TE + 


1313. Si coa | cost =0, vos (0e- N) eos (a — $) =m— 1 
1314. Si 3 sen P-=n La D, ly (af) =2 1 0. 


cosa, conafi=Z ios (Eta) A 











1315. St < 
4316. Si sentla | f)=2se0B y Bah, gta FO = 3 ga. 
on Os A =M 

senda=n—n0, donde—[¿<m< 2, n=). 





1317. Si 





y fosa eos f= om, donde mat xi —__ mn 
a sono son fin, E q (+= md nd 
a figs a A 

E A LU AS 


osa 
1, 


md Joa 0. 







«y 
1921. Si 





ws Ja cos 0 sen? a 1 
sen? aL Za cos? a 


TS A 


1322. 


( 
( 
( 
1320. Si E 
la 
si 
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$ 2. Trausformación de las expresiones que contienen 
Tunciones trigonométricas inversas 


Recordemos la definición de funciones trigonométricas inversos, 
1) y=aresenz= es una función definida en el segmento [— 1; 1), 


inversa a la [unción 2= sen y, ve[ 5: +]. Así, pues, 


(y =arescu 1) > ( 
seny=x. 


Para toda zx del segmento [—1; 4], tenemos: 


— q Suena < , (1) 
sen (arcsen z) = z. (2) 


2) y = arccos zx es una función definida en el segmento [-4; 1), 
inversa a la función x = cos y, y € [0; xt]. De este modo, 


0<y<n 
(y =arccos 1) => ( 
cos y=x, 
Para toda x del segmento [—4; 1], tenemos: 
0< arccos 2 < a, (9) 
cos (arecos 2) = z. () 


3) y =arctgx es ma fun 





ión definida en ] —o0; cof, inversa 
rn 


a la función x ley, ve] Fil. Así, pues, 





Ed sn 
a RS 
(y =arctg 1) => q 2 
tley=x. 
Para toda x, tenemos 
—F<atga <p, (5) 
Y (arclg 2) = z. (6) 


4) y =arcctg x es una función definida en ]—oo; ool, inversa a 

la función x= ctg y, y EJO; al. Así, pues, 
6 [ 0<y<a 
y=arcotg 1) <> lgy=x. 


Para toda x, tenemos: 
150204 
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0< arcclg <a, (7) 
elg (arcclg x) = x. (8) 





Las funciones y = arcsen x, y ArCcOS E, y arctg x, y 
clg x reciben el nombre de funciones trigonométricas inversas o 
ciclométricas 

Señalemos ciertas identidades de importancia: 











arcson (—x) = —aresen x, (—l < x <i), 
arceos (—1) = 1 — arccos -, —1<x<1), 
arctg (—2) = —arclg x, 





arcctg (—1) = 1 — arcolg z. 
Examinemos ejemplos. 
eJemMPLO $. Simplifiquemos la expresión cos (aresen z), dondo 


ATA 








SOLUCIÓN Ifagamos aresen x=y. Entonces sen y =2, ES 


n 


<<. Ahora, para hallar cos y empleemos Ja relación cos? y==1— 





—seui y. O seo, costy=1—a? Pero —= << 7 y en este 


segmento el coseno sólo Loma valores no negalivos, 


Asi, pues, cosy=Y I—x7, es decir, cos (arcsen 23=/1=2, 
donde —1Z1< 1. 

riemyrO 2. Simplifiquemos la expresión cos (2 arcsen x). 

SOLUCIÓN, cos (2 arcsen 1) = cos? (aresen x) — sen? (aresen 2) = 
=(l—a)—a=1—22 

EJEMPLO 3, Simplifiguemos la expresión sen (arcig 2). 












SoLución, Hagunos y —arclg z. Entonces, lgy=x, —PEI< 


<GF. Vara hallar cosy hagamos uso de la igwaldad cos? y= 


Pero =F<y< 0 y en todo este intervalo el co- 
1 


+igiy 
seno sólo toma valores posilivos. Por esto, cos y= Yi 
1 
Vi+z 


Cono seu y =tg y-CoS y, sen (urctg x) 


es 









decir, cos (urclg ) = 





viER 
perio 4. Calculemos sen ( , arcotg (-—) Je 





Sur uc1ON, Sen arcct -3)-a. Entonces, ctga= ee 
g 4 g 5 


di n 
U<a<ia (con mayor precisión, =5> <a<ua, ya que clga< 0). 


de 4 
May que calcular sen. Teuemos: lga= is e 
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hallamos cos? a - 








5 Ez o + 
Empleando la fórmula 14 1g?a = Cr 


Pero según el planteamiento E <a<m, y en este intervalo 
3 


cosa << 0, por lo tanto, Cos = 37. 


Conociendo cos podemos hallar sen haciendo uso de lo 











. . .Q 4 

fórmula 1 —cosa=2sen q. Obtenemos sen =p. de doude 
e_ 2 á a 2 Eo 

sen-=-= 0 bien sen = =. Pero, <>T—<S+ ven esto 
215 z 5 E a 


intervalo el seno sólo loma valores positivos. Así, pues, 
sen (5 arclg (4) = 


EJEMPLO 5. Calculemos arcos (eos ( - 








Hagamos y == =arecos (cos ( 7) ) + Entonces, cos y =cos( Ea) e 
0<y<xa. Tenemos: cos ( = E n) = cos ( —án +2a) = (05 ? mn. 


3 y 
De este modo, cos La =cos y y, como 0< IM y qa 


OBSERVACION. La igualdad arecos (eos (E =)) == + n mo es 


cierta, ya que es evidente que el arcocoseno mo puede tener un valor igual 
ñ (-23) (vés úg. 225). 





se la relación (3), 





EJEMPLO 6. Demostremos que 








1 1 1 
¡UCCOS 3 «+ arecos ( 7 —=arccos ( ñ) lA (Y) 


B 1 
DEMOSTRACIÓN . Hagamos a =arccos--, Pf =a1ccos ( —$ ) y y= 
13 





= ANCCOS ( A Enfonces, «a <p<a; 
cos y = 5 <p 


Demostremos que a + $ = y. Con este fin examinemos la ígual- 
dad 7 (a + B) = 7 (y), donde T es cierta función lrigonométrica. 
Pero de la igualdad 7 (a + f) = 7 (y), hablando en general, aún no 
se deduce la igualdad a + $ = y (p. ej.. sen 30? = sen 150”, pero 
30” + 1507). La igualdad a + f = y tendrá lugar sia + $ y y per- 
tenecen a un mismo intervalo de monotonía de la función 7. 
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En el ejemplo que consideramos y pertenece al segundo cuadran- 
te, mientras que a + f, bien al segundo o bien al tercer cuadrante, 


es decir, Llanto y como «a + f pertenecen al segmento ES E E 


Por esta razón, como función 7 es ventajoso tomar otra función 
trigononiétrica que sca monótona en el intervalo indicado. Tal fun- 
ción es, p. ej., el seno. De forma que hallemos sen (a 4 f). Tenemos: 


sen (a +- P) = sen a cos f + cos a sen $ = 


= sen (4) vos EY 1 c008P 


13. 
5 a 





Así, pues, sen (a + fp) = 'aleulemos ahora sen y. Tene- 


mos: 


— ws = Val - 





y 


sen y = 





De modo que hemos o)lenido: 
sen (a +) =sen y. (10) 


Como a A- f y y pertenecon a un mismo intervalo de monotonía del 
seno, de la igualdad (10) se desprende que ae + f = y. Así queda do- 
mostrada la igualdad (9). 

rimeno 7. Domostremos que si —1 <<, 


. (11) 


busmosrracsón. Calculemos los valores de la tangente en ambos 
miembros de la igualdad (11). Obtenemos 








1 
arcsen 7 = arg 
ty 









tg (arcsen 2) » lg (arctg 





v 
a 4 A E 
es decir, las langentes son iguales. Seguidamente, — 7 < aresen 1 < 


<= as desigualdades son estrictas, ya que, según el plantua- 


ES 4 
>. es decir, 





aresen x y arctg x pertenecen al mismo intervalo de monotonía de la 
tangente. De esto modo Ja identidad (11) queda demostrada. 
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EJERCICIOS 
Calculen; 








eS 
1323. 2 aresen (—L7) rarcotg (4) + arccos $b arecns(—1) 


123 





/3 1 13 
102%. 18 (5areig Li E > 
4. tg [Sarctg 3 aa 3 ) 


1325. sen (8arctg 1342 ar0cos +) ' 


1326, cos (a rucsen LE arccos (2) ) ñ 


1327. ayecos (cos +). 1328. arclg (1g 0,3m). 
1020. aresen (| sen <- a). 1390, arccos (—cos 21), 


3 
1331. arclg (8 za ) + 1332. aresen (sen e ) hirecos ys 





1333. arelg (6 LE barcotg (cu (22). 


1334. son (acen (2) ñ 1335. lg (parese 45) 4 


1 
1336. clg (e ecos (4) ) +. 1337. sen (arotg —aecson +7) “ 
138. cos (2arctg —-+arccos +) a 


5 ñ 
1339. sen (2 (areson LE —arecos A ) . 


Simplifiquen las expresiones: 


. cos (arecos x= =L arccos got sen (arccos x + aresen y). 
. tg (arelg x -/- arctg y). 1343. lg (aresen « + arcsen y). 

. sen (2 arcsen 2). 1345. tg (2 arclg 2). 

6. cos (2 arelg x). 1347. sen (2 arcctg 2). 


. cos(2arcctg 2). 1349. cos (5 arocos2). 





1350. tg (Farga). 
Comprucben las siguientes igualdades: 


2 
1351. arctg Hbarolg L=%. 1352, arccigL parectg 
3 io 3 1 





1 so E BE 
1353. arcotg — +2arcolg ==. 
a > 4 eb a A. 
1354. Arcsen --—arocos AZ 


A JN 3 
1355. atcson—p5 dy arcos yy==arccos 
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E =arclg (3-42 142). 
E. dl 
35 odas a 2 E 
1357. arcly barclg aria ==. 
> 5 
Pe ri O 16 
1358. arcsen 5 + aresen 33 Laresen == 


1356. arclg Lores 





Donuestien las siguientes identidades: 
z 


VA 
arecos [1=x2P si 0<1<1, 
. —arecos PI=A si —1<2<0. 
el Daresen Pz si (<<, 


1359. arctgz--aresen 





1360, aresun 7 = 














1361. 
La —areson PI si —13< 130. 
ArUcos E z siz>0, 
1102. arclg ro AA 
4 
—arecos ——— Si 1 < 0. 
A ÓN 





al 
——3 0<r<t, 
1363. arecos 1= 





Vis» 











arclg si 1 <r<0. 
arcelg Ls >0, 

1364. arclg x= 1 

arcctg NES sx<0 


Y 
LE or, 








arcotg 
1305. arcsen 1= 


vi 


=E 
urcclg La si —1<x<0. 


p 1 $ 
ares —=— si 1 >0, 
7 
1306, arcutg x= FoRS 


n—aresen six<0. 





a 
Vi+x 


arelg e si>0, 


1367. arcelg 2= 





toral si z<0. 


i+z 
2 


1369. e arccos (213 —1)=arceos z si 2 >0. 








RUEGOS 7. 


1368. 2arccos Y 
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$ 3. Demostración de desigualdades 


Al demostrar desigualdades trigonométricas se emplean los mis- 
míos procedimientos que al demostrar las algebraicas (véase la 
pág. 33). Sólo hemos de señalar que durante la demostración de de- 
sigualdades trigonométricas por método sintético, como de referen- 
cia se utilizan con frecuencia las siguientes desigualdades: 


[senx[<1, [cose [<1f, senzx<z<tgz, donde (<< 5. 

En ciertas ocasiones como de referencia se emplean las desigual- 
dades que se desprenden de la monotonía de las funciones geométri- 
cas. P. ej., en el intervalo Jo:3[ las funciones y =senx e y = 
= tg x crecen, mientras que las funciones y = cos x e y =clg a, 
decrocen. Por esta razón, si 0<xÍ<x,< > Sen 1, < sen za, 


005 X, > 008 Lg, tg 2, < lg xy, olg 2, > ctg 2,. Desigualdades aná- 
logas pueden ser obtenidas para otros intervalos de monotonía de las 
funcionos trigonométricas. 

lixaminemos ojemplos. 


á % b a 
uJEMPLO 1. Demostremos la desigualdad a sent a 4- <= > 


>2/ ab si sabemos que a >0, b>0, a e xn. 


RACIÓN, Hagamos uso de la desigualdad que liga la 
Imética y la media proporcional de dos números posilivos 


> Vas, 










; h 
Hagamos en esta desigualdad asenta =0) 7 == Obteue- 











soni 
mos: * 
b 
asent a y e € 
Tr 3 D 
>Y/ a son ra? 





de donde aseida + >2 V'ab, lo que había que demostr 


BIEMPLO 2. Demostremos que si A, B, C son los ángulos de un 
triángulo, 








Pu, 


cos A+ cos B+cosC<Í, (1) 


DEMOSTRACION. Realicemos ciertas (ransformaciones del primer 
miembro de la desigualdad (1) Tenemos: 


AFB y A 


B y 
3 3 + cos C. 


cos Á --cos B + cos C=2e0s 
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Como, de acuerdo con el planteamiento, 14 B+C=180%, enton- 











cos 242 — 900 —L£ y, por lo tonto, 
cos 242 — cos (90) =senÍ » 
Como 0<Z cos 2er, cos 2142 cos sm. 


Así, pues, 
A+D 


3 4 4005 C0<2sen L 4 cos C. 


2 cos 





cos - 





Analicemos la fed e +cosC. Tenemos: 


á e 0 ia 
2 sen y + cos C = 2500 -7 + 1—2sen? 7. 


llagamos x= sen EN Enlonces, 1 


25en L 4 1—2 sent £- —2024 2041. 


Si aluia demostramos que — 22242244 <l y de aquí se des 


prenderá la validez de Ja desigualdad (1). 
Obtenemos 


—2 +24 LSO o bhicn 20* 204 L>0, 
de dondo 412—4x-+4-1>0, es decir, Pl >. 
Pero esta desigualdad es válida. O sea, para toda x es también váli- 


da la desigualdad —22? + 2x 4 1< > 


Así queda demostrada la desigualdad (1). 
erempLo 3. Demostremos la desigualdad 


sen a sen 2a sen 3u < 2 (2) 
premosrración. Realicemos ciertos lranslormaciones del primor 
miembro do la desigualdad (2). Tenemos: 


2 cos a — cos Su « 
(sen a sen 2cc) sen 3a= 22 sen da = 


2 sen 3u cos «— 2 sen 3a cos 3 sen 4u 4 sen 20 — sen Ga 
= 4 4 








Como senda <d,  sen2a < 1, —sen 64 < entonces 
sen 4a + sen 20 — sen 6a < 3, con la par ad de que ol 
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signo de igualdad ticne lugar sólo para aquellos valores de « que 
satisfacen el sistema de ecuaciones 

sen 4q =1 

sen 2a=1 

sen 6a=-— 1, 

Pero este sistema no tiene soluciones. En efecto, sisen Za = 1, 
cos 24 = 0 y, por lo tanto, sen 4a = 2 sen 2 a cos 2a = 0. 

Así, pues, sen 4a +sen 24 — senta <3, lo que signilica que 


EEE de donde se desprende In desi- 


gualdad (2). 

EJEMPLO 4. Demostremos que 
SON (Ly -L SOI y 
CUS 0] + 6OS Ma -Í 


si <a <<... <a < y. 


tga < 








OSTRACIÓN. Como en el intervalo ]0; Ls [ho mución y 
=sen x creco y la función y=cosx, decrece, 
0< sen, < sen Uy <<... << Sen a, 
COS 0, > 008%, >... >c05 0%, > U, 
Así, pues, Seno; < sen Uy -|- SOM Oh... 4 Sen, << N SON O, 
N.COS 02, > C0S 2, + CUS a =p... 005, >2900S CL, , de donilo 















A SON Cy sen Ly -|-Sen 0, -]- sen Un IC 
nCOS y CuS AL ]-CUS y + CUS ep neos O > 
sen 0, en 4 Sen Up 





be > his 
decir, tga, < cosacos tr pea. o Es 


osea, lo quo teníamos quo demostrar. 
EJEMPLO 5. Demostremos que 


tgoteb+teBtey+ tigo tay <41 


sio>0,P>0y>0ya+pr+y<i. 
DEMOSTRACIÓN. Hagamos > —a—f$=. Entonces, y < Y, 
ya que de acuerdo con el planteamiento, y < $ — a — f5. Conside- 


remos la expresión tg o tg P + lg $ te y + tga te y. Es posiblo 
demostrar (véase la pág. 217) que 


tgoteb + lgbtgy diga tam =1. 
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Pero y y y, son argumentos del primer cuadrante, además y < 
< y;- De modo que, tg y < lg y, y, por lo tanto, 


igatgp+tgPlygy+tgalgy<igotgp + 
+ tg tg y + lg o tg ya. 


es decir, tgalgf + tg tga + liga tgy<t, que es lo quo 
queríamos demostrar. 

“uentLo 0. Demostremos que si a, f, y son los valores de los 
ángulos de un triángulo, (sena + sen f + sen y)? > 9 sena X 
x sen P sen y. 

pewoseración. Hagamos uso do la desigualdad que liga la media 
aritmética y la media proporcional de tres números positivos: 











Uaciendo en esta desigualdad sen a = a, sen P =D, son y =C, 
obtenemos 


noes y >| sen a sen f sen y 


y, a continuación, (sen a + sen f -I-sen y)?>9 Y (sen a sen P sen y), 
pero Y (sen asen P sen y)? > / (son u sen P sen y)? = sen a sen $ sen y, 
Así, pues, (sen a - sen $ -+ son y)? > 9 sen o, sen P sen y que 
es lo que queríamos demostrar. 
rirawno 7. Demostremos la desigualdad 





a 
a—<sma, (3) 


donde U<Za <z 5 


; : a 
vemostrAcion. Tomemos como de referencia la desigualdad y; < 


<lg < Transformándola conseculivamente, oblenemos: 





o 
aus < 2 sen 


2 a cos 


a a a 13 
q 00S =y < 2 sen -3 005 > 


A 
> 
o 
0.00. E < sena, a (1—son 3) < sena. 
Alora, hagamos uso de la desigualdad 


sen 5 E + . (4 
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Como, de acuerdo con el planteamiento, Oza< E, um F4> 


>0 y $ >0. Por ello, la desigualdad (4) se puede transformar en 


30 2 de a 
sen? <=. es decir, 1—= set —>lI-—= 





de dondo 


a (1 7) > 0 E, (5 


somparando las desigualdades (3) y (5), obtenemos 


a 2 2 a 
a— <a (1—sew +) < sena, 


de donde a $ <sena gue es lo que debínmos demostrar 
hiemero $, Demostremos la desigualdad 
lga—a< lgp—f (6) 
si U<ua<p< + 
DEMOSTRACIÓN. Iagamos uso de la desigualdad lg >>, dundo 
Mio. Hagamos 2=P—a. Entonces, Ig (B—0)>fPa. Si 
«lomostramos (que 
tg $ —Iga > ty (f—a), 0) 
quedará demostrada la desigualdad tg $ —tga > — o y, por lo 
tanto, la (6). 
Así, pues, vamos a demostrar la desigualdad (7). Para ello com- 
ponomos la diferencia (tg f — lg a) — tg (Pp —2) y la translor 
memos: 


ty 
lP—Iga— tg (P—a)=lgP—tga A 





== Matep sj 
ga a MEN 10). 
La expresión obtenida es positiva, ya que lg P > tg a. 
De aquí se deduce la validez de la desigualdad (7) y, por cousi- 
guiente, de la (6). 
prembro 9. Demostremos la desigualdad 


cosa |- 3 cos Fa -|- U cos ba> —7 A s (8) 


DEMOSTRACIÓN, Supongamos lo contrario, es decir, que 


cos a 1300 3a4- cosa <—7 (9) 
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Al transformar da desigualdad (0), obtenemos 


3 


cosa 1-3 cos 3a-|-Beos ba +6 —1 > 


cos a +3 cos 3a + 12 cos" Ja <—4 z 


16" 
cosa -+ 3 (vos Ja 4cos* 3a) <— 1 ñ , 
3 (4cos"3a Luos3a+ 7) + cosa ht 5 hi 
3 (2cos3a +) cosa 1. (10) 


9 1y2 
mn que (2c05301--7) 
eos a 2 —l. Us decir, nuestra suposición no es cierta, O 504, es vá- 
lida la desigualdad (S). 

vienrLO 10. Demoslremos la desigualdad 


La desigualdad (10) es falsa, y 











cos 30% > lg 36%. (11) 


DEMOS MIACIÓN. Supongamos que la desigualdad (11) no es ciorla, 
es decir, cos 36 < lg 36% 
Entonces, conscculivamento, oblenenos: 





cos 300 
cos? 30? < sen 30%, 
$ 4 cos 72 < 2 sen 36%, 
1 + cos (90 — 18% < 2 sen (0? -+ 30%, 
1 + sen 18% < 2 sen 6” cos 30” +- 2 sen 30? cos 6*, 
1 + 2 sen 9” cos 9” < cos 6? -+ 2 sen 6? cos 30”. (12) 


Como 1 >> cos 6”, sen 9? > sen 0%, cos 9 > cos 30%, la desigual- 
dad (12) es falsa. Así, pues, es cierta la desigualdad (11). 
munro 11 Demostremos que si 4, B, C son los ángulos de un 
triángulo, 
sen A sen yA sen Es+p- (13) 
DEMOSTRACIÓN. — Supongamos «ue (13) os falsa, u sem, que 
A 


De c 1 
sen ZEN sen > pe 
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” A 
Entonces, después de transformar el producto sen sen E en 


la semidiferencia de Jos cosenos, obtenemos: 








(cos —Cos 





y, a continuación, 
Y 


A—B e A4|B sio 
cos n= s o 7 





(14) 


Como A-+B4-C=180%, A—=B-C=> 10928, 4 BC 
180 — 24, d+ B=C=:1807—20 y, por lo tanto, 





sen EIC dos B, som EA =c0s A, 
sen Es Lo [, sen ALLER, sE, 





Esto nos permite escribir la desigualdad (14) del moilo siguion to: 


cos B cos A—1-|-cos (> Je, 





o bien cos A4- cos B -J-eos UC 


Poro esto contradice la igualdad demostrada on el ojemplo 2 (vén- 
se la pág. 231). Esto significa que nuestra suposición no es cierta, es 
decir, es válida la desigualdad (13). 

msamuzo 12, Demostremos la desigualdad 


tgna >ntga (15) 


á El , O O 
si 0< eS" nes un número natural, nl, 


DEMOSTRACIÓN, Empleemos el método de inducción matemálica. 
1) Comprobemos la validez de (15) con n=2, es decir, denos- 
tremos que 


tg2a>2tga, (16) 
donde cas. 


2tlga 
i—-uta 


ea 
Uta 





En efecto, tg2a—2lga 





2iga=2ig07 
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Con 0< as tenemos Iga>0, l—ig2a>0, o sea 








lez 
2 a >0. 
De aquí se desprende la validez de (16). 
2) Supongamos que la desigualdad (15) es válida con n= k, 05 
decir, lg ka >k lg ae, donde 0 <a < 5. Demostremos que, 


Ary 
entonces, la desigualdad (15) es válida, asimismo, con n = le -+ 1, 
es decir, 








g(k-+1)u> (e 1) ga, (17) 
donde U<ia. A . En efecto, 
Wie tha liga hell 








galga” I—igkalga * 


Según el planteamiento UZa < pia 


2. decir, la < lg = 


kiga diga 
1--tg ho Lg o > (41) lg, 
de donde se desprende la validez de la desigualdad (17). 
De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos 
a la conclusión de que (15) es cierta para loda 1 > 2 nalural. 


=f oy iga<il. Pero, entonces, 


EJERCICIOS 


Denmuestren las siguientes desigualdades: 





1370, pco q<z YE cos E si <q + A 


7 A belga sio<a<a. 
1372, gata) < 1 sia, P son los valores de los ángulos agudos de en trián- 
gulo eblusángulo. Ñ 
1373. lg a dy P > 1 sia, $ som dos valores de los áugulos de un triángulo aculán- 
gulo. 
; n 
1374. cos ol cosB >cosysia>0,P>0y>0 0 +4 y 3 
1375. sen? ar + sen? fp E sen? y < 2 sia, f, y son los valores de Jos ángulos do 
un triángulo no acutángulo. , 
1376. senta -+ senf -L sen? y > 2 si a, B, y son los valores de los ángulos 
de un triángulo acntángulo. 
o vosta | cosi PE cost y > 1 sia, $, y som los valores de los ángulos de 
un triangulo no aculángulo. 
1378. costa | cost ft [-costy< 1 si a, $, y son los valores do los ángulos de 
un friaugulo aculángulo. 








eN adfo sma-dsnf x n 
1379. sen 7 > al sib<a<z 0 p< z 
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1380, cos are SS cosateb sil<a< = ¿MS 5 E 
1381. 624 IEC LeA si0<a<=, m<p< Z. 
1382. son (7 —cos 2)>0 1383. sontatcsta>, 
198%. sent ahora >. 1385. sentados. 


1386. senti a costa < 1, 
1387. tg(0+B)> tra + sia>0, P>0 a BS. 
1388, sentx—6sen?z4-5>0. 


1389. cos (sen x)>0, 1390, sen (2-4-co3x) > 0, 
1391. cos (se-baresen 2) <. 1392. sen (Ftaretg :) >. 


1303. iga-+clga>2si0<a< +, 


2 


1394. — Y 2 < sen a 4-cosa < Y 2. 


1305. tga-Fetg a > sen acosa si U<a<h. 


1396. 
1397, 


1308. 
139). 


1400. 


1401. 


. | tga--clga | > |] sen a-+eosa |. 

. sen(a+ PB) <sena-+senf, si O<a<n, 0<p<n. 

cos(a—B) <cosa-Psenf, si0<a<x, 0<f<x 

son (a-4-P-+y) < sen a + sen f-Esen y si 
Usas Sp <<. 

sen a -|- tg a ss qe 

cos a+ elga UA 2 


y A 
Hara rara Dra y d+ gta toga sia + + E 


1402. 3 (tg? a +ctg? a)—8 (tg a+etga)4- 10 >0. 


1403. 


sena -—/1 


4 2— sena 
sen a—2 


27 sena 






1404. (1 4-sen? a) (tg? a—2)-+ctg? acosta >. 


1405. sen 2a cos 2 cos 4a cos 8a cos 16 a < > 


1406. cosacos 2a cos4u: ... -c0s 2% 


1407. 


1 
Ln si0 <A. 
<a S0<au<a 


L 


—+<smasen (5-<) sen (Eso) <7- 


1408. 0 < 0os* a cos* (0.-/-P)—2 cos a cos $ cos (a+) <i 


ayu 
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4409. ly o (elgid+otg y) ab (ctg a+ elg y) lg y (ctg a+ clg P) > 0, 
si na, <p<t,u<y<t, 

AM 10. aia —1) (ctg 3a tg 20—4) <—1. 

140). (1—tg? a) (1—3 tg? a) (1+ tg 2a lg 3a) >M. 

1442. son? a )-sen? $ > sen a sen P --sen a -+-sen P— 1. 


VS, a —sen a < P—senf si b<a<p< + A 
sona senp o. x 

ala > o 2 

data. => pa! <ao<b<. 


1445, cosa 4-2sen o > 4 si asas. 











tre a a 
1416. AE <<. 
il e AS 
50 da 
E 





1417. 


de 





1418. ty 5 <as Mag. 
1440, sena 4-sen20-...Psenna <a. 


4ñ00, 201 0cEsonda +... Ese (2n—4) a 
y Sena, 


>! 


1421. (1—son sent (a—1)>0. 1422, BE — <a, 
sen a—003 0 lg => 


+= 


1425. (gag Phigy>i sia>0, P>0, y>0, abit. 


1423. cos(a-/-f) cos(o —) <costa. 142%. => >8. 


== a == a 


1426. sou asen? pase sí al, Pt, y a Py. 


1427. 4songa 4-5 >4cos20+5se 
1428, | seuna | < Su faena la 





(420. cosa cont He sia. 
» 
" 1 1 A = 
160. (Les) (9) > (1427) 5 0<0<=. 


1431. cos2y:ZV sí lg ate. 


Capítulo H 


RESOLUCIÓN DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


$ 4. Ecuaciones 


Recordemos las fórmulas generales para resolver Jas más sencillas 
ecuaciones brigonométricas (si no hay restricciones, suponemos que 
los parámetros , k, L, 1... toman cualesquiera valores). 





Ecuación | Solución 





sen z=a, donde Ja| <1 | a=(— 1) aresen a mk 





cos a=«a, donde Ja] <t r=3 arccos ad- 210 








Urea | 1=0urelg ande 





cg ra | r=oatcelg a-j- md 





Ispecialmente, señalomos algunos casos particulares de das cen 
ciones trigonométricas más sencillas, cuando la solución se puede 
escribir siu emplear las fórmulas generales: 


senz=0 <> r=ak, 


sena =1 > 1=- 4-20, 
sont= —1 =1=-—-+2nk, 


cosz=0 2-3 -+nde, 

1 cosz=1<>x=2ak. 
cost=—1<>1=131-p2nk, 

lgr=0=> r=xk. 


160204 
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La verificación de las soluciones, es necesaria: 

1) si en el proceso de la resolución, debido a ciertas transforma- 
ciones (eliminación de denominadores, simplificación de fracciones, 
reducción de lérminos semejantes), se produjo la ampliación del 
campo de definición de la ecuación *, 

2) si en el proceso de resolución dle la ecuación se empleó la ele- 
vación de ambos mierbros de la ecuación a una misma potencia par, 

3) si durante la resolución se utilizaron identidades trigonométri- 
cas, cuyos miembros primero y segundo tienen distintos campos de 
definición, p. ej., 











lg — 
183 


lHo-+tep 
> ga le f 


identidades «le izquierda a derecha» conduce 
mpo de definición de Ja ecuación, es decir, pue- 
de conducir a la aparición de raicos extrañas; la utilización de estas 
identidades «de derecha a izquierdas nos leva a la contracción del 
campo de definición, lo que, en general no es tolerable, ya que esto 
puede conducir a la pérdida de raícos. 

Como ejemplo consideremos la ecuación 


4 cos a a 
e 1 llo +B) 








T > ola. 




















2ctgr—1 (1) 
Tenemos: 
tyxd 4 : 
e a 
1 a 
es (3) 


Entonces, la ecuación (1) se transforma a la forma 


tga-e1 EA 
i=tgx  tyx 








Haciendo y= gx, obtenemos: qa, de donde halla- 
m0s y = es decir, ga=+ y, por lo tanto, z=arctg . + an. 


Esta familia satisface Ja ecuación (1). No obstante, es fácil 
advertir que el valor => + al lambién satisface la ecuacion (1). 








* Por campo de definición de ecuación f (1) = g (x) se entiendo la 
intersección de Jos campos de definición do las funciones f (x) y 8 (e). 
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La causa de la pérdida de las soluciones es la aplicación de las 


identidades (2) y (3). La sustitución de tg (142) pan A z 





e pS 1 
lo mismo que la suslitución de clgx por uE? contraen el campo 
de definición de la ecuación (1) y, precisamente, del campo 
ect ” n A 
de definición “desaparecen” los valores de x 3 + nl En este 


caso, son ellos las soluciones de la ecuación (1) que se “perdieron”. 

Al resolver ecuaciones trigonomélricas se emplean dos métodos 
fundamentales: 1) la descomposición en factores (véase la pág. 55); 
2) la introducción de nuevas variables. 

Cuando las ecuaciones se resuelven por el mútodo de introdueci 
de nuevas variables, hay que lener en cuenta que la Innción a bra 
vés de la cual se expresan las demás Eunciones, desempeña un impor- 
tanto papel. Puede suceder que nna elección de tal función proporcio- 
na una ecuación jrracional, obra, racional, £s evidente que la se- 
gunda colección es preferible. P. oj., si en la ecuación 2 cos ?.2 
+ 4 005 7 = 3 sen? hacemos y = sen x, se obtendrá un conjunto 
do dos ecuaciones irracionales: 


219 4-4 YT By? 2(1— y) 4 y 1= 


Pero sí hacemos y = cos x, obtenemos una ecuación 
24 + dy =3 (1 — y?). 

Vamos a designar con Ri (cos x, sen 2) una expresión vacional de 
cos a y sen zx, es decir, una expresión constiluida por cos x= y sen y 
y constantes con ayuda de la adición, multiplicación y división, 

Consideremos la ecuación do la forma: R (cos e, sen 2) =0. En 
algunos casos semejante ecuación puedo ser reducida a una conación 
racional con relación a sen x (o bien respecto a cos 2). Indiquemos 
ciertas reglas que facilitan la elección de la sustitución resol ver 
ecuaciones trigonométricas. Si cos z entra en la ecuación sólo con 
exponentes pares, sustituyendo por doquier cos? x por 1 — sen? x: se 
obtiene una ecuación racional con relación a sen 7. Del mismo modo, 
si sen x entra en la ecuación sólo con exponentes pares, la suslitu- 
ción de sen? x por 1 — cos? x conduce a que la ecuación sea de la 
forma racional con relación a cos z. 

Recibe el nombre de ccuación homogénea trigonométrica de 1-er 
grado de la forma 














acional: 














asenz + bes =0. 


Recibo el nombre de ecuación homogénea de 2-do grado la de la 
forma 


asen? x + bsenzxcos + cos? 2 = 0. 


De modo análogo es posible definir una ecuación homogénea tri- 
gonométrica de cualquier grado nalural n, 


16% 
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Consideremos el caso cuando a 30. ls fácil advertir que con 
a 30, aquellos valores de x con los que cos z = 0 no satisfacen la 
ecuación homogénea. Por ello, la división por cos x= (por cos? x) de 
ambos miembros de la ecuación homogénea de 1-er (2-do grado) con- 
duce a una ecuación equivalento cuando a +0. Dividamos ambos 
miembros de una ecuación homogénea de 1-er grado por cos x y los 
dos miembros de una ecuación homogénea de 2 do grado por cos? x. 
Como resultado obtenemos, respectivamente, las siguientes ecuacio- 
nes racionales con relación a lg x y, por lo tanto, que so resuelven 
sustituyendo z = lg a: 


algr+ob=0,0g4 + blgr+e=0. 
Consideremos ahora la sustitución que permite reducir a una ecna- 
ción equivalente cualquier ecuación de la forma /i (cos x, sen 7) = 
=0. Esta sustilución es u = lg F 
Si >3en4-2u4, es válida la identidad 


up 2 





y SM 





14 


+ ig 
OS nl 


2 


sí 


Por ello, la sustitución u > ES lr 





nmsfoema R (cos asen x)=0 





en la ecua 


ut 






n( 


El primer miembro de la última ecuación 6s una expresión racio- 
nal. Así, pues, nuestra sustitución ha conducido la ecuación a la 


forma racional. La suslitución u = u5 leva el nombre de univer- 


sal. Como el empleo de la sustitución universal sólo es posible con 
an + 23, os preciso comprobar si los números de la forwa x 
= 1x1 + 2nk son las soluciones de la ecuación prefijada. 

En el presonte apartado, además de las ecuaciones trigonométri- 
cas de una variable, se estudian ecnaciones de dos y tres variables, 
así como ecuaciones que contienen la variable bajo el signo de la 
función trigonométrica inversa. 

Examinemos ejemplos. 

FiemLo 1. Resolvamos la ecuación sen 5x + sen 2 + 2 sen? x= 
=1, 

soLución. Como sen 5z + sen x= 2 sen 3z cos 2x, 2 sen? x= 
= 1 —cos 2x, la ecuación toma la forma: 


2 sen 3x cos 2x -+ | — cos 21 = 1 





y, a continuación, cos 2x (2 sen 3x — 1) =0. 
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El problema se ha reducido a la resolución del conjunto de ecna- 


ciones: cos 22 = 0; 2 sen 3x—1 = 0. 
De estas ecuaciones hallamos dos familias de soluciones 


ct NA 





rEmPLo 2, Resolvamos la ecuación cos 154 = sen Dz 
SOLUCIÓN. Como cos 152 = sen (H+152) , escribamos la ecuación 


2 
de la forma siguiente: 


sen ( y 152) —=senbr=0. 





De aquí 25en (5% + +) cos (1024 +) =0. 


Por consiguiente, sen TABES =0; cos (100--- 4) =0. 
4 4 





De la primera ecuación del conjunto obtenemos Dx-+ ñ 


de dondo ==, 4h de Ja segunda ecuación del comjunto 
x rn Es us 
obtenemos 103-+-¿=->3 +1, de donde =p ip" 


EJEMPLO 3. Resolvamos la ecuación cos 4z cos 81 — cos dx X 
X cos Ye = 0. 
SOLUCIÓN. Transformewos los productos de cosenos en sus sumas 


cos 42e-cosóx _ cos Ark cosár _ 
A 7 





y, a continnación, 


H(cos 121 —cos 141) =0, 


de donde sen 13x-son x = 0. 
Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunlo de ecuacio- 
nos: sen 13x = 0; sen z =0, dol que hallamos dos familias de solu- 


4 e n 
ciones de la ecuación inicial: x= UD £=xNEn. 


Pero el conjunto (51) conliene el conjunto (sj (es suliciente 
hacer k=13n). Por ello, el resultado puede ser escrito de forma 
Ml x 
más breve: == k 
EJEMPLO 4. Resolvamos la ecuación 


senz+ 7 ecos x=). (4) 
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SOLUCION. f-er procedimiento. Dividiendo ambas parles de la 
ecuación (4) por Y 123 7*= Y 50, oblenemos: 


cos, 
W50 50 














1 
== Sn I- 


150 





=4, existe lal valor de q que 


atxiliar (o bien q: =arccos min Ahora, Ja ecuación (5) se puede 
5 


escribir del siguiento modo: 


/ 
SON qsen 3] cos 7005 (p= A o bien cos(1—(p) 





de donde e-—« 





e 
F+ 2nk. 


Como que E definitivamente oblenemos las signientos 





soluciones de la ccuación (4): 





n 1 
=-k —>-parcsel 2: 
t=> 7 paresen v50 +2nk 








bio: Z 4-arecos +2 k) 
(o bien + 7 drarcco: AS 5 


2-do procedimento, Kesolvamos la ccuasión (4) con ayuda de la 
iaa z E 
susbitución nnuiversal. Mxpresando sen < y cos z por luz y haciendo 


u= Ez llegamos a la ecuación racional 





Td) _e 
Er 





14 


6 ¿ 1 dl 
que, después de resolverla, nos proporciona: Uy==>3, Uy= =3 
Ahora, lemos de resolver el siguionte conjunto de ecuaciones: 


O 1 
Eg=yi Ey=-—3- 
De estas ecuaciones, hallamos: 
rel ¿bol E 
t= 2arclg y + 2acde, 2=2welg ( 3 ) + 211. 





La verif Ón nos muestra que el valor de x = 1 + 21m no sa- 
lisface Ja ecuación (4) (acerca de la necesidad de comprobar estos 
valores al emplear la sustitución universal ya hablamos más arriba). 
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sí, pues, la ecuación (4) tiene las siguientes soluciones: 
x=2actg a +2ak; x=-—2arclg de 21m, 
EJEMPLO 5. Resolvamos la ecuación 
5 sen  — 12 cos  = —43 sen 3x. (6) 


soLucIÓN. Como en el ejemplo 4, empleemos el método de intro- 
ducción de un ángulo auxiliar. Dividiendo ambos miembros de la 
ecuación (6) por Y 5* 12% = 13, obtenemos: 








Esnr—Heosr= —sen 3z, 
5 y2 14232 _ EA 4 Ñ % 
Como (5%) + (5) =1, existe lal valor de «qp que 
12 5 42 
y sen (o bicu q seno y ose). 
Ahora, la ecuación (17) puodo escribirso del siguiente modo: 
sen z Cos (p — Cos x sen q = — sen Ze 


y, a continuación, 
sen (x — q) 4- sen 3x = 0, 


2sen (272) cos (+4 





Después de rosolver el conjunto de ecuaciones 
o pa HE 
sen (2 z ) 


oblenomos: it Lkz==X 





Teniendo en cuenta que y =arcsen y Oblenemos las dos si- 


AE 
guientes familias 5 En de la ecuación (6): 





E 1 2, a 
z y arcsen 54 Ek 1= y Wcson 5 Hg mn. 


EJEMPLO 6. reli la ecuación 
sen 2r 


sen ER 





(8) 


soLucIóN. Como la fracción es igual a coro, do la ecuación se dles- 
n A 
pronde que sen 22 = O, de dondo z = qe De las soluciones halla- 


das sólo satisfacen la ecuación inicial aquellas y sólo aquollas solu- 
ciones que perlenecen al campo de definición de la ecuación dada 
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El campo de definición de (8) se prefija con la condición sen E A 
+0, 
de donde ae PM (9) 
Marquemos las soluciones halladas ( =$) con puulos en la 


recta numérica (fig. 37) y tachemos los puntos que so eliminan debido 


á mm 7 A 
Tn A o o sa. SN 9 * 
A E e E jes ¡Add 





Pig. 37 


a la condición (Y). Como resultado, obtenemos las siguientes solucio- 
nes de (8): 


(Bm-+ 1). 





Estas dos familias de soluciones pueden ser escrilas con mayor 
brevedad: x= zh donde l43m—1 y me€Z. 
EJEMPLO 7. Kesolvamos la ecuación 


S sena — 7 cos: =0. (10) 


SULUCIÓN. La ecuación (10) es homogénea de l-er grado. Divida- 
mos ambos miembros de la ecuación por cos + (esta transformación 
no conducirá a la pérdida «de raíces, véase la pág. 244): 


Stg—7-=0, de donde 2= arctg bad, 


rosmbLo 8. ltesolvamos la ecuación 


sen? a 4 2 sen x cos = — 3 cos? y =0, 


sonucióN. Dividiendo ambos miembros de esta ecuación Jhomo- 
génea de 2-do grado por cos* z (con ello no habrá pérdida de raíces, 
véase la pág. 244), obtenemos: tg? zx 4- 2tgx—3=0 

Haciendo u = tg z, llegamos a la ecuación cuadrática u? 4 2u— 
—3 =0, de Ja que hallamos: u, =-—3, uz =1 

Resolviendo el conjunto de ecuaciones lg x= ; 
obtenemos: 











x=arclg (—3)4 3d =P +1. 
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memrzo o. Resolvamos la ecuación 
5 sen? x + 3 sen x cos =— 3 cos? x= 2, 


soLución. Esta ecuación no es homogénea, ya que el segundo 
miembro es distinto de cero. No obstante, puede ser lransformada anna 
ecuación homogénea. Con este fin, empleamos la identidad sen? x —(- 
+ cos? x = 1. Entonces, la ecuación pueie ser escrita de la siguiento 
Torima: 

5 sen? x -+ 3 sen x cos — 3 cos? x= 2 (senta + cos? x) 
y, a continuación, 
3 senta + 3 sena cos =— 5 cost = 0. 


Esta última ecuación es homogénea de 2-do grado. Dividiéndola 
por cos? x y haciendo uso de la sustitución u = lg x, obtenemos: 


Sl + ni. 


psumpLo 10. Resolvamos la ecuación 








x= arolg 





5sonta+ Y 3 sen reosaGcos” a 


SOLUCION. Tenemos: 





5soa Y 3 sena cos acosta 5 (senta cos? 2), 
Y Bsen a cos c+ cos 20, 0) 


la cenación oblenida falta el Lórmino «senda, os decir, 





a 0. 

Aquí ya no podemos dividir ambos miembros de la cenaci 
cos? «e, ya que aquellos valores de x con los que cos? == 0 satisfacen 
la ecuación (11) y, por lo Lanto, la división por cos? x conducirá a 
pérdida do raícos. Operaremos de olro modo: descompongamos el 
primer miembro de (11) en factores. Obtenemos: cos 2 MW sena + 


+ cos 2) = 0. 
Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunto de ecnacio- 


nes: 








cosa=0, Y 3sonz4cose=0. (12) 


a 
Dividiendo ambos miembros de Ja segunda ecuación de (12) por 


y3 n 


cos x, oblenemos: lgz=—2, de donde 2= — + TN. 


Así, pues, hemos hallado dos familias de soluciones de (11): 


De la primera ecuación del conjunto (12) hallimos: £ E nh, 









a 


des ES 
L= ade 1= — +10. 
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EJEMPLO 11, HResolvamos la ecuación 
2 cos? a + 4 005 <= 3 sen? z. (13) 


SOLUCIÓN. En la ecuación (13) sen x entra sólo con exponente par, 
por lo que es conveniente suslituir sen? z por 1 — cos” z y, seguida- 
mente, hacer u = cos x. Entonces, (13) loma la forma: 1 


Se + 4u—3=0, 
24 11 


5 


Nos queda rosolver el conjunto de ecuaciones: 


de donde 4, ,= 





-2- VD 2411 
cosa= E. cos Y add 





E 


La primera cenación de este conjunto no tiéno soluciones, ya que 
? 






>1, mientras que de la segunda ecuación, hallamos: 


HO 2 es la solución de la ccuación (13). 





%= H4rCcOS 
resmbro 12. Resolvamos la ccuución 

sen 2 + 5senz 4 5cos24-1 =0, 

SOLUCION. Lagamos  = sen xa - cos a, enlonces 


u? = (sen a + cos a)? o bion u2 = 1 + sen Zo. 


Por esta razón, la ecuación prolijada toma la forma: u? + 5u =0, 


de donde u, =0, u, =—5. 
Ahora, el problema se ha reducido a resolver un conjunto do ecua- 
ciones; sen x 4- cos =0; senzx + cos x= —5. La priwera ecua- 


ción del conjunto (homogénea de 1-er grado), después de dividir 
ambos miembros por cos x, se transforma a la forma tg +4 =0, 


de donde x= — + mk. La segunda ecuación del conjunto no 


tiene soluciones, ya que [senz|<4, | cos 2] <1 y, por lo tanto, 
la suma sen x 4- cos x no puedo equivaler al número —5. 
Así, pues, Ja ecuación inicial liene la siguiente solución: x= 


= —= + ad. 
EJentio 12. Rosolvamos la ecuación 
3tg 2x2 — 4 lg 3x = tg? Ze lg 2x. (14) 





SOLUCIÓN. Transformemos la ecuación (14) a la forma: 


3 tg 22 —3 tg 3x = tg dx + tg? dz tg 2o 
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y, a continuación, 
3 (tg 22 — lg 32) = lg 3x (1 + tg 3x lg 22). (15) 


Dividiendo ambos miembros de (15) por 1 + lg 3 tg 2x, obteno- 
mos: 











tg2— lie a 
Tratar” lg 3x (16) 
o bien 
—3 gr - tg3a (105 
A y 3semz | seudr 
y, seguidamonlo, oa 0 


sen 3x cos x -]- 3 sen z cos 3x = 0, 
(sen 3x cos x -[- sen x cos 3x2) 4- 2 sen x cos 3x = 0, 
sen 4x + (sen 4x — sen 24) = 0, 
4 sen 27 cos 21 — sen 2x = 0, 
sen 2x (4 cos 2x7 — 1) =0, 


sen2r=0; c0sZr= + A 








n 
Ls 7h Es + arceos 7 nn. 

VEHurIicación. Es evidente que las ecuaciones (14) y (15) son equí- 
valentes. Aclaremos si fue equivalente la translormación al pasar 
de Ja ecuación (15) a la (16). Con oste fia, hallemos aquellos valores 
de zx con los que la expresión 1 - ly Be lg Ze se reduce a coro, Uone- 
mos: 






1 + g3z ig 20 =0, (17) 

sen 3x sen 27 
ot 

sen 3 sen 2x + cos 31 cos 22 = 0, 
cosa=0, r= qa 


Estos valores de x no satisfacen la ecuación (17) (con ellos no está 
definida lg 3x2). Es decir, la ecuación (17) no Liene soluciones, por lo 
que la expresión 1 + tg 3x lg 27 es distinta de cero con cualquier 
valor tolerable de zx, Pero, entonces, la división por 1 + ty 3 lg a 
de ambos miembros de (15) fue una transformación equivalente. 

Las demás transformaciones aplicadas al resolver la ecuación (149 
sólo hubieran podido conducir a la aparición de soluciones extr 
(a cuenta de la ampliación del campo de definición de la ecua 
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al eliminar los denominadores o por haber aplicado la fórmula (VL.3) 
al pasar de la ecuación (16) a la (£6”). El «cribado» de las soluciones 
extrañas ha de realizarse con oyuda del campo de definición de la 
ecuación (14) que se delermina por las siguientes condiciones: 

cos 2a 0 

cos dx 0. 

De la familia « 5h será necesario eliminar las soluciones obte- 

nidas con le impares; la segunda familia salisfaco las indicadas condi- 
ciones. Asi, pues, la solución de (14) Liene la forma: 


1 t 
L= IM] Lo E y V0Uos 10. 





Enatebo 15 Kesolvamos la ecuación 
sen xa -- 2scn Ze = 3 - sen 3z. (18) 
soLución Cransformemos Ja ecuación (18) a la forma: 
(sen z — sen 32) + 2 sen 22 = 3 
y, a conlinuación, 2 sen x cos 22 — 2 sen 22 + 3 =0. 


Completemos Jos productos dobles que Lenemos 2 sen a cos 22 y 
2 sen 2x hasta los cuadrados perfectos: 


(sen? x + 2 sen y cos 2x + cos? 2x) + 
+ (sen? 2 — 2 son 22 4-1) 43= 
= sen? x + cos? 2a +- ser? Za 4-1, 
es decir, 
ísen x + cos 22)? + (seu 21 — 1) 4-3 =sen?x +2, 
de dondo 
(sen x -|- cos 2.5)? 4- (sen 2x3 — 1) -+ cos? x = 0. (19) 


Pero la suma de los cuadrados es igual a cero cuando, y sólo 
cenando, cada sumando es igual a cero. Por ello, Ja ecuación (19) 
es equivalente al siguiente sistema de ecuacionos: 


sen 2 cos 22= 0 

senZ2x—1=0 (20) 
0. 

Dospués de resolver la tercera ecuación (la más sencilla) del sis 
vblenemos: 7= Z + 16. Poniendo estos valores en la 





LOs Y = 





tema (20), 
seguuda ecuación del sistema, tendremos: 


sen2 (e ne) 1 = sen (a+ 2ak) —1 == —13€0, 








$ 
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es decir, el valor => +nk no satisface la segunda ecuación del 


sistema (20). Pero esto significa que dicho sistema es iucompalible; 
así, pues, la ecuación (18) no tiene soluciones. 
EJEMPLO 35. ResoJvamos la ecuación 


Y —3=co* 143 son ba =1—sen 2. (21 


soLucION. Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
(20) y ejecutando la poslelior reducción a términos semejantes, ob- 

tenemos: 
2 son x= 4 3 sen 5x = 5. (22) 


Como senz< 1, sen5x< 1, la ecuación (22) se satislaco por 
aquellos, y sólo aquellos, valores de x, con los que, situnltáneamente, 
sena =1 y sonóx =4. Con otras palabras, la ccuación (22) es 
equivalente al siguiento sistema de ecuaciones: 











senz=1 2 
| sen 5x=1. (en 
Resolvámoslo. De la ecuación senz=1 hallamos Z+2nk. 


Poniendo estos valores de z en el primer miembro de la segunda 
ecuación del sistema (23), obtenemos: 






sen (5 


3 Zak) =sen (+ 10x) = sm sl 





Así, pues, 2= + 21d es la solución del sistema (23) y, por 


lo tanto, de la ecuación (22). 

Poro al elevar al cuadrado ambos miembros de la vcnación (20) 
aparecen soluciones extrañas, por lo que es preciso efectuar la veri- 
ficación. En el caso dado no os difícil realizarlo poniendo los valores 
hallados en la ecuación inicial (21). Tenemos: 








Y 3 cos* ( 3 +2k) : 3sen5( 5 +2nk) =0 
en el primer miembro de la ecuación y 
1 -—sen (+ 2) =0 en el segundo, 


a, A Ed ue z 
Es decir, 1=-=7 +2nk es la solución de la ecuación (21). 
EJEMPLO 16. Resolvamos la ecuación 


VAT sen 2x= Y 2 eos 2r. (24 
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soLución. Jilevando al cuadrado ambos miembros de (24), oblene- 
mos Í + sen 2: = 2 cos? 27. Hagamos u =sen 2x y, enlonces, 
cost 2x == | —u?. Así, llegamos a la ecuación 1 + u=2 (1 —u%), 


de la que hallamosu, =—Í, uy = Lu roblema se ha reducido 
, x 2=3- El p 


: 5 B 
a resolver un conjunto de ecuacionos: sen 22=—1; son 22 = y: De la 





77 A n 
Primera ceuación del conjunto liallamos 2 = — al sde, de la se- 


AE Ge 
(—1) ñ + qe 

Como hemos hecho uso de la elevación al cuadrado, podían haber 
aparecido raíces extrañas. Esto significa que las soluciones halladas 
han de ser verificadas. En nuestro caso, la más fácil verificación so 
ejecula con ayuda de la condición cos 27 > 0 (con ella, la elevación 
al evadrado de ambos miembros de (24) es una transformación que 
conduce auna ecuación equivalente). 


guuda, 2 








Comprobemos los valores de xo —- ad. Tenemos: cos 2: 
) 7 


+20) =0. listo qu 





= cos ( que los números de la 





forma 2 + ade satisfacen la condición cos22>0 y, por lo 
tanto, son las soluciones de (24). 
. a E a 
Comprobemos los valores de c=(—1) +3" Penemos: 


cos Za =cus (- Fr an) . Aduzcamos al parámetro » los valo- 
res (0, 1, 2, 3, elo: 
mn. 
con n= Ocos>0, 
5 


con a 1cos ( 2 + +a) <0, 





con » 


2cos (+21) >0, 
con a —3eos (— 43m) <0, ele. 


Advertimos que cos 2x > 0 con n par y cos 22 < 0 con n impar. 


Una conclusión análoga es cierta para n=-—4, —2 —3,.... 
Así, pues, de los valores de lu forma x= (—1)" $ + hay 


que Lonir sólo aquellos que corresponden a las n pares, 0 sea, 
a los números de la forma n= 2k. Pero, entonces, oblenemos z= 


=37 + ak. De modo que la ecuación (24) liene las siguientes solu- 


ciones: 





E , 
q + nd; 
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EJEMPLO 17. Resolvamos la eonación 
El or, 
¡LCCOS L— ALCSON L= 7. (25 


soLución. Tomemos el coseno de ambos miembros de la ecuación: 


n está 
cos (urecos y —wresen 2) == cos qe (26) 


Conscculivamento obtenemos: 


de donde x, 








Duranto la resolución de la ecuación (25) dos voces hemos reali- 
zado transformaciones que pudieron conducir a la aparición de solu- 
ciones extrañas, p. ej., la «loma del cosono», al pasar de la ecuación 
(25) a la (26) y la elevación al cuadrado al pasar de la (27) a la (28). 
Por esta razón es obligatoria la verificación de las soluciones halladas. 





VERIFIGACIÓN. Con a=), obtenemos: 


t 1 
UTCCOS Xy -— ALCSOU E, = MCCOS y: — ¡AFESON => 





Así, pues, e =3 es una raiz de la ccunción (25). 


” t 
Con 2, —3 + Obtenemos: 


AYCCOS 1, — 





SON Ty =ALCCOS ( -+) —aresor ( 





5, n 
MT 





O sea, que x, aíz extraña. La verificación auestra 






que los valores ES son también extraños. Ad, 
1 
pues, 2==. 


EJEMPLO 18. Resolvamos Ja ecuación 


aresen 2x + arcsen 1 = >. (29) 
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SULUGIÓN. “Tomemos el coseno «de ambos miembros de la ec 
ación (2%); 


cos (aresen 22 -areson 7) = cos 
entonces 








> 
IT Via 1 
Vi=4z y Ia t=>, 
m3 : 1 3 LAR 
o Ta? e A o e 
de donde 72 q» es decir, 2,= 3 Y y a 7 V 7* 


Venteicación. Tagamos a=arcscn 22, + arcsen 2,. Enlonces, 
3 1 
cos (areson VW 7 aresen (+ V +)) =005 0, 
És Aa A 3 
de donde cosa V 1 7 V l=-> 


ES . 
7 es «7 7 + 0s decir, 
cos a Z , » 














CGumo, a contintación, 0 V 


13 
a q Vi<E 
0 <aresen Vio <+. 
Pero, entonces, 0 <arcsen V drareson (L ie I<z 
decir, 


a perteneco al primer cuadrante. 
Así, 


EY O<arcsen+ Y 





pues, cosa = 


ES 
7 Y Uca, pero en tal caso, %===+- y, 
E 1 E 
por cotisiguiente, == V 





7 


es la raíz de la ecuación (29). 


Alora, comprobemos el valor de 2,= + V 7. Hoguios 
B = aresen Ze, $ aresen Za, entonces aresen ( = Vi) + 
baresen [ == / 5) =f. Como —1<-Y/F<0 y e 
«—l V z <U, —n <arcsen (-Y 2) aresen (4 Vi) <0 


o bien —a<f$<0. Ex decir, Mi de donde se desprende «que 
a 1,/ 









Así, pues, la ecuación (29) 


A dl 
tiene una sola rúz 2-3 
1imstmo (s, Resolvamos la ecuación 





Barcsen 4 ni— 0. 





(30) 
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SOLUCION. Según el método de selección es fácil hallar la ruíz 
do la ecuación a=3- En efecto, 


1 x a 
3 arosen y n= => 0. 


Denmostremos que no hay otras raíces. Transformemos la ecnación 
a la forma: 


3 arcsen 2 = 1 — AL, 
La función y = 3 arcsen x es creciente y la función y = 1 — az, 
decreciente. Poro si un miembro de la ecuación es una función cre- 


ciente y el otro, decrecionte, la ecuación o no tiene raíces, o bien 
sólo tiene una. 


Así, pues, at es la única raíz de la ecuación (30) 


obspryación. Bl procedimiento utilizado al resolver la cenación (30) pudo 
ser empleado para resolver la ecuación (25) (véase la pág. 255). En efecta, y = 


6 s a n 
= arcos « es una función decreciento, mientras que y = a] Lo arcsen 7, cru. 
5 


ciente, es decir, la ccuación (25) o no Liene raíces, o bien, una sola. Mediante 





la selección hallamos la única raíz de Ja ecuación (25): x= 2. 





2 
wnsmeLo 20. Resolvamos la ecuación 
sent x + cos! y + 2 = 4 sen z cos y. (21) 
u=sunz 
SOLUCIÓN, Hagamos: 
D=C05 Y. 
Entonces la ecuación (31) toma la forma: 
“+vt+2=4u0. (32) 


A continuación, tenemos: 


(us 4-4) + (v* 4-4) — 4 uv =0, 
(ei — 22 +4) + (0! — 20? 4- 4) + 2u? 4- 20? — 4uv =0, 
(2 4) + (944 2 (uu)? =0. 165) 
La ecuación (33) es oquivalente al siguienlo sistema de ecuaciones: 


“—-1i=0 
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el que, a su vez, es equivalente al sistoma de ecuaciones: 


u=1 u=1 u=-—1 u=—1 
e=to; 1d vto; v=-1 
u—u=0 u—v=0 u—v=0 u—v=0, 


Los sistemas segundo y tercero de este conjunto no tiene soJucio- 
nes, mientras que del primero y cuarto, obtenemos: 
| u=1 ( uy=-—1 
yn=1 vmy=-—l. 


Nos queda resolver el conjunto de dos sistemas de ecuaciones 
trigonométricas: 





| sent 


4. | senz=—1 
cos y = 


cosy=—1. 
De este conjunto de sistemas, obtenemos: 


¡ 242, ¡ 2=—F+2nk 
! Y =: 2nn | yy =344 21. 


EJERCICIOS 
Iesuelvan las covaciones: 


9 cost sen z-(-c0s 7 

432. . 1433. . 
EQa 1-cos 2x P08 11489 cos 2z ES 
1434. cosxtg32=0, 1435. sonúx cos x lg 2x=0. 


1430. (1-kcosa) ( 4) =0. 1497. (1-cosz) tg F=0. 


1438. sen? zx — 5 sen 3x +4 =0, 1439. je xd tgr—3 gr =3. 
1446. 8 cost r—8Bcostr—cosr+41= 

1441. 2 ser x — cos 2 — sen z=0, de. 2 co 45 senz—4=0. 
14 sen? 2x + 7005 2x=3. 1444. 2 cost x + sena = 2, 

. P LA sen? z + cosx= 0. 1446. sen 2x + cos 2x = sen z + 008 £. 
1447. pe cos 2x «cos y | sen. 1448. sen 3x = cos 22. 

4 x= seu 1óx. 1450. sen (Ha — x) = cos (22 + 710). 

1451. a pe x + sen? 2r=3. 1452, 4 cos? 2x 4 8 cost x= 7. 


z a 
1453. sen (+3) +c0s (+3) =1+4-c09 27. 

1454. 8 sent x 4-3 cos 224 2 cos 424 1=0. 

1455, 3:(1 —sen=) =1 + cos2z, 1456. son z=->7 0092, 


1457. 3 sen x= 2 cosz. 1458. 3 sentz + 3 sen=cos x= — 6 costa = 
1459. son? z +3 costx— 2 sen 27= 0. 1460. 3 sen? x + 2 sen z co: 
1461. 2 cos? x — 3 sen x cos 7 d- 5senda = 3, 

1462. sen 5x cos 3x = sen 9z cos 7z, 

1463. sen 6x cos 2x = sen 5z cos 3z — Sen 27. 
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1464. sen! xp costr = 16 . 1465. 2 cos? x + cos 5z= 1, 


1466. sen z-|+ sen 2x da e 3x=0. 
1467. sen_x + sen 3z + cos 2 + cos 32 = 
1468. Y3 sen 2z + cos 2x = /2, 





1459. L sente LA cosdr=seu bx. 1470. 2co93x+/Asen r4-cos7=10 


1471. senSu-+cos5x=W2cos13x. 1472. sen? x — cos 21 =2— sen 2r. 
1473, sen' x + sent x cos? 7 = sen? x cos” a -[- sen z cos” 7. 
1474. sen? z cos? z — 10 sen z cos? x + 21 cost x= 0, 


1475. 80 3 sen =0. 1476, sentz+costr=cosór. 


1477. cost z-+sentz—sen rl sent2r=0M. 1478. 3 lg 5 +elgr= 


4 
(ctg 22 —clg z) sen (21) * 





sen e 


1479. cos 27—3 cos 1 --1= 


(gr 
480. == ——— 481. - 

1480. cosx Tigra" 1481. gr _—__——— TEóss 2 

1482. 2 sen x — 3 cos 2 = 3. 1483. 3 sen Za + cos 2x = 2. 
1484. cos 4z + 2 sen 4x =4. 1485. sen 2r + lg x= 2. 
1486. A 1487. sen x-+cos 2=1. 

1488, 4 sent3z—3 co924+5=0. 

1489. sen x cos x—Ú sen £-+ U cos 24-00. 

1490, 44 (cos 1 —sen x) —sen 22=0. 


1/91. 55on 2z—14 (son x-+ 0082) 4700, 
1492. (sent 5-1) E 


sen z 








> 
cost y 


1493. cos x cos 2x cos 4z cos 8z= a 
4494. 2 50m 172 + V 3 cos 5z +5en S2=0. 
1495. 4cos +3 Y Zson2=8 005 7. 





1406. E cos P=cos sen Fo 1407. 4sen2a—tg? (77) 4. 
1498. (sen 2x4 V 3 008 21)? —5=c08 (F-2) s 
s00, senado (A senado (conde 

A O A ETT 


1500. cos LE cost zx. 1501. sen x4-2c0s2=c08 21 —sen 27. 


1502, 32c0s' 2—cos6r=1. 1503. lg 2+ctg 2—cosáx=3. 
1504, 2(1—sen x—cos 2)--1g x+otgz=0. 


1 
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1505. sent «—cos* 7= a. E 
sz uz 
1506, sent 2c-pcoss2r=ÉL, 1507. sento 74 costoz=2 
123 * ve 


1508, sonW z -|-cos 0 7= E cost 2x, 1509. | cosz | =co0s7—2sen x. 





” xs ee t 5 HE 

1510. Lolgrl=cgr + 101. PETER sor. 
1512, VIT 4usT= +3 cosz. 

1513. o 9 


1514. y —3son 5z—cu: 


1515. gro Y Gt 


vostr 











1516. (L-+- cos 7) Vi 5 — 2 senr=2 08 5. 





1547. Y as V contado 
158. YI=251-Y1+2ug1=2. 

1519. [3 son x-- Y Zsoniz—sen 22 + 300571 =0. 
1520. Toc Ze J-4 cost 
1521. 0 2 son z4 


1522. 201g23—3otgdr=Ig2x. 1523. lgr4-Sclgdr=1g2r, 
4co09? 7 


) lex tg o) —_ RG 
( "Y ez 















1524, 1g (=> 





sen Se cos 7. Eon cos Tx 


2 Ircosrsn E 
1525. sou? bz (seu Tr cos 2—sen cos72) =. E 





1526. sent x|-sent z 4 cos* r-becosta4son <> 
1527. 14cos Ze cos 2 sen? 3z. 
1528. sen ba-J-sen r=2-pcostx. 1529. 3'seu? 4058. 
1530. (sen z-+- 1/3 cos +) sen 3r=2, 
63 2 n ¿E 
(531. 25en (+:-5) 3 cos (224 3 
tantas ES ra _ 
1692. sen 2 cos EE =3, 
1533. sen 18 2-+sen (Ox --sen 22 —3-Ecos? 27. 
1534. cos %x Uh sent2a) =4. 1695. 401419 = —son 5, 
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1536. sen x+cos x= /2-+sent 4x. 


1537, cost 27=1-psentz. 1538, lg ($ cos2nz) V3. 





1539. 2 sen” ES cost 2) =2—cos (ren 22). 


1540, 4 arolg (324) =G 154l. arctg 3z—areclg 3. 










. Zaresen? 1 —5arcesen 24 2=11 
. harctgz—Sarcclg =x 


. Zaresen ==arccos (1 —x)=arcsen (—x). 


1545. 2 arcsen z=arcuos 2z. 1546. aresen orcos ( 





1547. arcoosz=arctgx. 1548. arcsen 3 z 


1549, 3 arccosz— xr + =0, 


550. urcron (tg 3) —arosen / EH a 
1550. aresen (1 7) aresen / 2—F=0. 
1551. cos (1— y) —250n a+ 2s0n y=3. 

1552, son? (ax) 4- log3 (y? —2y +1) =0. 


2 
1553. (sem 2) +0. +47) =124+ 
1554. 1--22—2%= tg (1 y)+ ot? (eb y). 
1555. 18222123 (g 22--3=—otg? ($) 3 


deseo xy =0. 
1557. 4-Eson? x-+ cost 22 =5 sen? x sen? y. 


1558, (eas a+ sy ) tg? 29) (3450132) = 4. 





















enteros 





1559. Resuelvan la ecuación arctg z-harcig hare 3 en mín 
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Al resolver sistemas de ecuaciones trigonomútricas so hace "so 
de los wismos procedimientos que durante la resolución do ecuacio- 
nes algebraicas. Con frecuencia suele ser más cómodo en lugar de las 
fórmulas generales, según las cuales so resnelven las ecuaciones del 
tipo sen = = a, cos z = a, escribir la solución de dichas ecuaciones 
en forma del conjunto de dos familias. Sea, p. ej., necesario resolver 
el sistema de ecuaciones: 


sen(14y)= $ 
vi y 
cos (1—y)= 
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Al emplear las fórmulas generales llegaremos al sistoma 


Je+u=(—0" Ens 


(2) 
l=ge = + 2na, 
de donde hallamos: 
de 
Lya=(—1)" L + + 41m 
(3) 


E de 
Ya =(—1) +3 F—wm 


que es la solución del sistema (1). Si la solución de la primera 
12 e A E 
ecuación de (1) la escribimos en forma del conjunto TA y= + 


+ 2nk; ay 24 2d y la solución de la segunda ecuación 


de (1), en forma del conjunto z—y= ys +2nn; ty=-= Zz 
a 
+21, oblendremos un conjunto de cuatro sistomas: 


Sn 




















t--y= + 2d ly 5 l- 2d 6 
r—y= z + Zn r—y= = + 211 ' dl 
1 Lyu=+ |- 230 y 2xnk 
ty = —+ 54 an L—Yre —F—2mn, 
de donde 
a= 4 n (den) q= ma) 
Y a(k=a)  |y= Ti + r(l—n) 
l= dea (k-+n) == Tin (4-1) 
n=3prM—a) ly (—Ñ. 


Este conjunto de familias es la solución del sistema (1). Claro 
está, que semejante anotación no es tan compacta como la solución 
escrita en forma del sistema (3), pero es más evidente, por lo que a 
ella, con frecuencia so le da preferencia. 

Llamemos la atención del lector hacia una circunstancia: al pasar 
doi sistema (1) al (2) o bien al conjunto de sistemas (4) hemos emplea- 
do el parámetro l para escribir las soluciones de la primera ecuación 
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del sistema (1), mientras que para escribir las soluciones de la segun- 

da ecuación del sistema, otro parámetro, n. El empleo de un solo 

parámetro, p.ej., k, nos hubiera conducido a la pérdida de soluciones: 

on Lal caso, del primer sistema del conjunto (4) hubiéramos obtenido 
5 








=-4 +2nh 
, El 
HAZ > 


mientras que el conjunto de Z; paros del tipo (=í; yj) es el pro- 
pio subcomjunto del conjunto de Z, paros de tipo (24 4), 


z =M 1 (+) 
donde > e si 
Y= — np). 


Así, pues, ZE Z,, Z' Z,, por lo que lodos los pares (x; y) son 
talos que (2; y) EZ/X.Z' resultan ser soluciones «perdidas». 
Examinemos ejemplos. 
BIEMPLO 1.  Resolvamos el sistema de ecuacionos 


sen x sen y =0,75 
esa 0 
grlgy=3. 


sonucION. Dividiendo los miembros primero y segundo de la pri- 
mera ecuación del sistema (5) por los miembros primoro y segundo, 
respectivamente, de la segunda ecuación del sistema, obtenemos la 


ecuación cos x cos y = 7 Sustituyendo con ésta la segunda ecuación 
dol sistema (5), obtenemos el sistema 


sen z sen y= 


EA 

4 " 

1 (6) 
COS COS Y == 

4 

que es equivalente al (5). 

Ahora, sustituyamos la primera ecuación del sistema (6) por la 
suma do las ecuaciones de éste y la segunda ecuación por la diferen- 
cia entre la segunda y primera ecuaciones. Obtenemos un nuevo sis- 
tema: 





cos 7 COS y + sen z sen y=1 
esuagt—el Tsen y=—h $ m 
cos (x—y)=1 
o bien de O e a 
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eguivalonte al sistema (6). De la primera ecuación del sistema (7) 
hallamos z — y = 2xk, la segunda ecuación del sistema (7) es equi- 


valente al conjunto de ecuaciones z-+ y = = + 2nn; + y = 





nu d 
=— q + 2nn. 
Así, pues, del sistema (7) hemos pasado al conjunto de sistemas 
—y>2nk z—y= 2nk 
P ó S á (8) 
rky=-— 3 4 21n 





que es equivalente al sistema (7). Del primer sistema del conjunto (8) 
hallamos la familia de soluciones: 


.=F+n (ek) 


y=Hn(u—k). 


Del segundo sistema del conjunto (8) hallamos la familia de solu- 
ciones: 


am=—t+ia (ud) 


ds 3 
Y — + (n—k). 


VEIG PICAGIÓN Como al resolver la ecuación sólo se realizaron Lrans- 
formaciones equivalentes (lo que se señaló en el proceso do la reso- 
lución), el conjunto de familias 





Gn (04d) 29=-—F+n(n+k) 





n= ta" n= Hank 


es la solución del sistema (5). 
EJEMPLO 2. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


3 1 
send a = 7 Sem y 
ñ (9) 
costa =y Cos y. 
SOLUCIÓN. llevemos al cuadrado ambos miembros do las dos ecua- 
ciones del sistema (U) y sumemos, término por término, las ecuacio- 
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nes oblenidas como resultado de dicha transformación. Tendremos 
El . 
sent x cost == ás del sistema (9) pasaremos a un muero sistema: 


senó x cos =+ 
(10) 








ES 


sen: =-7 sen y. 


4 1 R 
Al señalar que la ecuación sen? x + cost x= 7 resolyamos pri- 
mero ésta. Consecutivamente obtenemos: 


n 





( Ade Pl Lua s 





F= z ¡ cos2r=0, += 


Así, pues, la resolución del sistema (10) se ha reducido a resolver 
el sistema 





n ha 
Sud 
1 (un 

sen? y ==y Sen y. 


n Tr 
o ie 





Tenemos: 





(12) 


El paso del sistema (9) al (10) es posible que no fuera una trans- 
Formación equivalente (clovación al cuadrado), por lo yue es necesa- 
ría la verificación. 

veniricación. Representemos los valores de x o y, contenidos en 
el sistema (12), con puntos en dos círculos numéricos (fig. 38). En 
el punto A, tenemos sen z > 0, cos x > 0. Entonces, del sistema (9) 
llegamos a la conclusión de que sen y > 0 y cos y > 0. Poro de los 
puntos By, By, Ba, B, sólo el punto PB, tiene la abscisa y ordenada po- 
sitivas. Bslo significa, que (4,5 B,) os la solución geométrica del 
sistema (9), es decir, 


di + + 2nk 
me es la solución del sistema (9). 
Yi == +21 
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Razonando de forma análoga, obtenemos (Ay; By), (Ay; Bo) (das 
By que son las soluciones geomélricas del sistema (9), o sea, 


2= + onde . sy = 34 20 E 2 
de E 


y Ss. pe Ta 
1) == + Za Yy= + /- Zn 1= + +21 


sou las soluciones del sistema (9) 





Fig. 38 


Así, puos, ol siguiente conjunto de familias es la solución del 
sistema (0): 


== +2nk == 5420 


n= z +2 Y= + 2an 








Zar E lo a = 42m 
mex 4 2nn : h= _ + 21m. 


elemero 3.  lesolvamos el sistema de ecuaciones 


T4Yy+ 22 
tgrtgz-=2 (13) 
tgytgz=18 


solución. Como zpy-2=3, g(r-+y)=tg(n—2), os decir, 
WEY 42 
CEET IN 
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Con esta ecuación sustituyamos la primera ecunción del sistema 
(13) y consideremos el nuevo sistema: 





tgalay __ 
i=grgy TB 
tgzigz=2 (14) 
bora 
u=tgx 
Introduzcamos nuevas variables: ¿v=tg y 
w=1gz. 
lntonces el sistema (14) Loma la forma: 
A 
1=w 
uw=2 (15) 
vw=18 
uvlo =U4-|-V 4 iO 
o bien uw=2 (16) 
vw=18, 


Dividiendo la primera ecuación del sistoma (16) por la segunda, 
lérmino por término, obtenemos v = E 





E de donde o = u +, 


Z 
Suslituyamos con esta conación la primera del sistema (16). Tendre- 
nos: 





v=u4w 
uw=2 (17) 
vw =18, 
y, 4 continuación, 
vU=uU+w v=u-+-10 
uw=2 ul =2 (18) 


(u+w)w=148, —l1w*=16. 
El sistema (18) Liene Jas siguientes soluciones: 


u =0,5 u,= —0,5 
=45; q1M=-—45 


m=4 10 =—4, 
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Relornando a las antiguas variables, oblenemos: 





2 =iucig 0,5 - ná 2,¿= —arctg 0,5+ nk 
y =avclg A, 5 pan; y, = —arctg 4,5 nun (19) 
2 ancigá-p am 2¿= —arolg 4 --3un. 


verIrIcacIióN. Durante da resolución tres veces se han realizado 
transformaciones, cada una de las cuales pudo conducir a un sistema 
no equivalente: «tomado de Ja tangente» al pasar del sistema (13) al 
(14), la eliminación del denominador al pasar del sistema (15) al 
(16) y la división al pasar del sistema (16) al (17). A la pérdida de 
soluciones pudo sólo conducir la división, pero en nuestro caso esto 
no sucedió, ya que el segundo miembro de la «ecuación-dívisor» es 
igual a 2, es decir, distinto de cero. Las demás transformaciones 
pudieron levar a la aparición de soluciones extrañas: el «ribado» 
de las soluciones extrañas puede realizarse con ayuda de la susli- 
tución divecta de los valores, contenidos en el conjunto (19) hallado 
más ariba, en el sistema inicial, Es fácil cerciorarse de que el con- 
junto (19) satisface la segunda y tercera ecuaciones del sistema (1 
Para satisfacer la primera ecuación de este sistema, será necesario 
escribir las soluciones del conjunto (19) de la siguiente forma: 











arctg 0,5 + 30k 2,= —arotg 0,5 + ade 
Dare 3 4yy=—arclg4,5 pm (20) 
2=0uctg4—ak—an  lz,= —arclg 4—ak— an -- 21 





(hemos hecho uso de que arctg 0,5 -+- arclg 4,5 + arctg 4 = 1, lo 
que sigue de la solución del ejemplo). 
El conjunto de familias (20) es Ja solución del sistema (13). 
ElEMPLO 4 Resolvamos el sistema do ecuaciones 


Son T=CUS Y 
VEseny=1gz (21) 
2senz= Y B3olgz. 
soLución. Iólevemos al cuadrado ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones «del sistema (12). Obtenemos: 


sen? 7 =c0s? y 
6 sen? y =1g?z (22) 
4sentz=30lg?x. 
u=sen? x 
Introducimos nuestras variables: 4 v=sen? y 
w=sen?z. 
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Entonces, el sistema (22) toma la forma: 


u=1—ov, 


6=- 2, 23) 


iu ? 


de dowdo hallamos: 





que son las soluciones del sistema (23). 
Ahora, el problema se reduce a resolver el siguiente conjunto de 
sislomas: 





su?z= 


A! 
senta 7 
senta=1 ñ 
sey=0;  [sty== (24) 
sen? 3 = 0 3 
+ 


Dol primer sistema de esto conjunto hallamos: 


Ed e 
== + ná e 
y=xn (25) 
2=3UN. 
Del segundo sistema del conjunto (24) hallamos: 
ha E 
ES 
+ (26) 


2=>+ +0. 


VERIFICACIÓN. Pongamos las soluciones halladas (25) y (20) en el 
sistema inicial (21). Con este fin, hagamos uso del mísmo procedi- 
miento que se utilizó al resolver el ejemplo 3, o sea, represenlemos 
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los valores de x, y, 2 contenidos en el sistema (25) con puntos en tres 
circulos munéricos (fig. 39), respectivamenle. 

“Tomemos el punto A,. En él sen z > 0 y, por lo tanto, cos y > 0 
(véase la primera ecuación del sistema (21). Entonces, de dos pun- 
Los B,, B, elegimos el que tiene abscisa positiva, es decir B,. Señale- 
mos que, en Lal caso, podemos lomar cualquier de los puntos Cy, Cy. 





Na ] 








Fig. 39 


De modo analogo, al punto A, corresponde cl 3. Así, pues, homos 
obtenido cuatro soluciones geométricas: (4,; By; Cy), (Ay, B, Ca), 
(Aa Bas C1) (Ada; Ba; Co). 

De esta forma, en lugar de la lamilia (25) obtemomos el siguien- 
te conjunto de familias: 


1 =-+-+2nk T= 4 2uk 
Y = 211 A y¿=10 4 2an (27) 
5 =nmmam 2y = 11m 


(los restantes ríos (7; y; 2), contenidos en la familia (25), son solu- 
ciones extrañas para el sistema inicial). 








Fig. 40 


Ahora representemos con puntos en los círculos numéricos los 
valores de z, y, z contenidos en el sistema (26) (fig. 40). Consideremos 
el punto Ay. En él sen z > 0, ctg z > 0, de manera que cos y > 0, 
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sen z > 0 (véanse las ecuaciones primera y tercera del sistema (21). 
Como cos y > 0, en el segundo círculo elegimos los puntos con absci- 
sas positivas B, y B¿. Ya que sen z > 0, en ol torcor círculo elegimos 
los puntos con ordenadas positivas C, y C¿. Analicemos ol punto 8. 
En él sen y >0, o sea, tg z > 0 (véase la segunda cenación del sis- 
tema (21)) y, por ello, de los puntos C,, €, elegimos C, (en Gl 
tg z > 0). Por analogía, al punto B, corresponderá €,. 

Así, puos, hemos obtenido dos soluciones geométricas más (4 y; 
By, Cy) y (41; Ba; C2) y, correspondientemente, el siguiente conjunto 
de familias de soluciones del sistema (21): 


27 +2mk x= + 2d 
Y = +2 n=E+ 21 (28) 
24= + 2am n= + 21m. 
Kazonando por analogía, hallamos seis solucionos geomélricas 
más: (da; By; Ca), (Az; Bas Cp), (A: Bas Cp), (eos Bus Co), (dar Bas 


Ca), (443 Ba; Cy) y, correspondientemente, el conjunto de familias 
de soluciones: 


2 = 2 + 20% 2e=2 4-2nk 


a =2 42m 





Ys= z + 2an ; m=h+ Zu, 
Lga= ES + 25m |2o= 5 4- 2001 


' 
pr = ES + 2nk == TA 42m 


E a 
+ Za; n=4 21n ; 





4 7 
Z= Z= + 2nm ly = + + 25m 


Así, pues, el conjunto «de familias (27), (28) y (29) es la solución 
del sistema (21). 


EJERCICIOS 

Resuelvan los sistemas de ecuaciones 
¿ sen(=+y)=0 sm xs y=0,25 
10D. ¡e (—y E50do ses ycos 2=0,75. 


“sen x-+cos y=0 'sen x sen y=0,25 
1562, ( 1563. x 


etarra. aga, 
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1564, 


1566. 


1574, 


Leda 2y =sen 21 
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1 
Fon aos y e 1565, [%0374cos y=0,5 
EZ ps %* Ason? sen? y=4,75. 
cos y de. 


preve seny=0 ¡567 y= 
cos Arcos Jl cost nz—een? 1y=0,5 
































sen? x-sen? y 0,75 cos? x-+ eos? y =(0,25 
cof 5 
lb +=. id [eran 
bs 24008 y 01,5 aci 
n 1571, eS /3 
E HE 7 y _V2—2 
1 cos 008 q = — 
gr 
== Y 
n 
ri 
Er+tyv=1 sen x cl y => —— 
1575, 
hy. 
Wzcuy= 
e Sn 1577 sen (2 —y) =3 sen z cos y—1 
cus a 003 y 1,75. di diia —2.c05 x sen y. 
sen x sen y= = 
73 
( 1579. ¿a _ 
Brugy=. 
n 
sel Beny iia 
.( 1581. , 
tgr=5lyy lr 








ty 


k += 
5 (son 2x - e 24) =2 (1 4-cog? Em: 
r+y= 





ree 1584. 
sun 1 =2 800 Y. hol 


pets 
VWicor=Y3 cos y. 
sen r cos (2 4 y)-Esen (24-y)=3 cos (1 + y) 
4senz=5clg (7-4 y). 
1608, [41834 =3 tg2= 
2 en y sen (r-[-y)=c03 2. - La senz cos (e —y)=8en y. 
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lga+ogy=3 
1589. A al Espámaid 
Lay l= + cos 1=3en y. 
2 E 1 
u= E sen a —sen y == 
a 
3591. a 1592, V3 
e cosr-rcosy= PA 
7 
1593, e 1594 cos = csy= 1H 2 
3 13 cos 2-4 cosy=2. S relevo 
gy=3 dd 
sas fFen?x=c08 x cos y cos? y 4-3 sen y sen y =0 
1508. (ca y. 1996 Eee aa 
VE — 
cost ¡EDS ty (—2) 
1597. A 
ta (—2y)— E Cc 
a+yti=xn 
E sen? x= sen y E 
Hr: pra dese: pia 


1600, <lgztgy=2 sen z=2 sen y 
tgz-ktgy4-lgz=0. 
(een y-Esen?2=14 


ay4i=n r4y+i=n 
1004. 
V 3 sen y ==xen 2. 


1602, cos? z-J-cos? y —cos? 2 =1 
lat y+tatz=1. 


1603. lallen la solución de los sistemas de ecuaciones 





1 
Isenz | sen y == 


cos (1-|- y) 4-c0s e—o=3 


0<x<2a 


que satisfacen las condiciones: de nin 


$ 6. Desigualdades 


La resolución de las desigualdados trigonométricas, por regla, so 
reduce a resolver las más sencillas desigualdades trigonométricas, es 
decir, del tipo sen z > a, cos x <a, etc., así como a resolver conjun- 
tos, sistemas o bien conjuntos de sistemas de las más sencillas desi- 
gualdades trigonométricas. Con esto fin, en muchos casos, es cómodo 
emplear un círculo (en adelante será designado por 2), en el que el 
conjunto de los valores de la variable, que satisfacen la más sencilla 
desigualdad dada, se representa en forma de uno o varios arcos. 
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Lo mismo que con ayuda de «desigualdades se prefijan los inter 
valos en la recta numérica, es asimismo posible anotar un coujunto 
de punlos, perlenecientes a uno u otro arco del círculo E. 

Acordemos designar con el simbolo 1-M,M, un arco para el que 
M, es el punto inicial (en la designación del arco él se escribe el pri- 
mero), M,, el punto final del recorrido «descrito por el punto corrien- 
le por el círculo 2 en sentido posilivo (antihorario). 





Engl Fig. 42 


P. ej., con ayuda de desigualdades hay que escribir los siguien los 
arcos del círculo E (fig. 41): 1) 10,01; 2) 10,03; 3) 10,06; 
4) 10209; 5) W0,M; 6) UMO»; 7) UWO¿A, donde el punto Af cs el 
punto medio del arco 0,0). 

1) El punto 6, coriesponde al aúzuero O, el punto O,, al núme- 


ru + , Por ello, el punto corriente del ¡arco 6/0, corresponde a 


A x 
un número «tal que O<u< + 


No obstante, tomando en consideración que si un punto del cír- 
culo co ponde al número zx, él Lambién correspoudo a todos los nú- 
meros del tipo x 4- 234 (lk es un número entero) y resulla «que los 
puntos del arco 0/0, corresponden a los números x que satislacen el 
siguiente sistema de desigualdades: 





EJ 


GF +2ak o bien 20 < 2< + 2mh. 





Esta es la anotación «unalítica del arco 0,9,. 
2) Para el arco 0,93, obtenemos: + + 2ak < 1 < F+ 2nd. 


3) Como indicamos más arriba, en tal caso por la anolación 
18,8, se enbiende el arco 0,0,930,. Al EA por primera vez el 


círculo el punto 0, corresponde al número z , mientras que Op, al 
número 27 (pero no al nímero 0, ya que el recorrido «del circulo desde 
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0, hasla Oy transcurre en sentido positivo), es decir, desde el punto 
de vista analítico 10,8, puede ser escrita del modo siguiente: 


++ 214 < x < 21 + 2d. 


4) El arco 0,0, puede escribirse con dos procedimientos: 


5 


+2 << ++ 2d o bien 14 21n < 2 < +2. 





5) U OM: 20 < 2< E 4 ont. 

5) ue Ed < a < 2d Za, 
T) VOM —Fddal< 2 <S 4 2. 
OUSENVACIÓN, Al escribir el arco en la forma 


aL 2ak< <P 4- 2nk, (1) 


hay que prestar alención a que se cumpla la desigualdad a < f, ya que de otro 
modo el sistema de desigualdades (1) resultará ser contradiclorio. 


Ahora, sea que cada cuadrante del círculo numérico está dividi- 
do en tres partes iguales (fig. 42). Mallemos Ja anotación analítica 
de los siguientes arcos: 1) UB,B,; 2) UO,B 4; 3) UBSA y; 4) UAB; 
5) LA¿0,; 6) ArBs. 

1) Analicemos el arco 13,12, Como cada uno do Jos arcos Gpe, 
M1B, BJ0,, OiAz, +. +, B409 Liene una largura + al realizar el 
primer recorrido positivo del círculo el punto 13, corresponde al nú- 
moro 5 , el punto B,, al número E « Por consiguiente, la anotación 


analítica del arco B,B,, sorá: 
F+2nk << 


2 UB: +20 << UE + 2mk, 





3) UBA: E 42m Lis + +2nk (o bien E 42an LES 
E E + 2un) % 


OBSERVACIÓN. Otra vez llamamos la atención del lector a la necesidad de 
la verificación, al escribir los extremos «e los arcos. P. ej., durante el primer 

. En hn h 
recorrido del círculo numérico el punto 23, corresponde al número ==; comti- 


nuando el movimiento en el sentido del punto B, a 4,, al pasar por el punto 
94, comenzamos a recorrer el círculo por segunda vez, el punto 4, corresponde 


z a. . a ss 
al número EE De aquí se obtiene la segunda anotación pura el arco ¿A y. 


18 
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4) y AB E Za < 1 < 5 4 210% (o bien HE + 211 < 


XT 2% 42m) > 
5) UAO: — EA 2d < 2 < n4-2nk (o bien E 4 Zn < 
<< 3n-+2an) E 
6) U4i 8: LE 4 20 < 2 < E 42m (o bien FL4 2an < 
<X:i< He 4211) Ñ 


ErJempLo 5 IResolvamos la desigualdad 
sen > + . (2) 


soLución. Por definición, sen x< es la ordenada del punto £ del 
círculo Y, correspondionto al núuicto x. Marquemos on el círculo 2 


los puntos que tienen la ordenada igual a ES (los puntos M y P en 


fig. 43). Entonces, los puntos cuya ordenada es mayor que + lonan 





Fig. 43 Fig. 44 


el arco abierto MP*. Es lógico que semejante arco reciba el nombro 
de solución geométrica de la desigualdad (2). 


Confeccionemos la anotación analítica del arco abierto 17P: ++ 


5n 
6 


eJenrio 2. Resolvamos la desigualdad 


+-25k<x<- E -p2nk. Esta es Ja solución de la desigualdad (2). 





cosa < E . (3) 


+ Un arco sin puntos extremos será llamado arco abierto. 
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soLucióN. Por definición, cos x es la abscisa de los puntos t € E 
que corresponden al número z. Marquemos en el círculo numérico 2 


los puntos que tienen abscisa igual a 4 


fig. 44). Entonces, la solución geométrica de la desigualdad (3) será 
el arco abierto MP (los puntos de este arco tienen la abscisa menor 


que 3)- Confeccionemos la anotación analítica del arco abierto MP: 


(los puntos M y P, en la 


arccos + +21 < 2 < 2n—arcos + 1 230. 
EJEMPLO 4, Resolvamos la desigualdad 


Ex<—+. (4) 


SOLUCION. lg z no ostá definida con 13 + au. Á estos números 
corresponden los puntos O, y Oy del círculo E (fig. 45). Marguemos 


en el semicírculo 00, el punto M = M (2) tal que lg x =— y 
Como en el arco 0,0, (con mayor precisión, en cada uno de los in- 


tervalos de la recta numérica RE que se aplican en el arco 0,9,) la 
Sunción y == tg x crece, la desigualdad tgx < — Ese cumplirá para 
todos los puntos del arco 0,9, quo yacen a partir del punto AM cn 
sentido negativo, o sea, en el arco semiabicrto OyAf. 

Como, más adelante, el período fundamental de la tangente es 
igual a xi, la desigualdad (4) se cumplirá asimismo para lodos los 
puntos del arco 0,P que se distingue del arco 04M en la mitad dol 
círenlo. 

Así, pues, la solución geométrica do la desigualdad (4) es la unión 
de dos arcos semiabiertos 0,11 y 0,2. Confeccionemos la anotación 
analítica de los indicados arcos. Para el arco OgAÍ tenemos: 


- + 21d < x <—arclg h+ 2d 
y para el arco 0O,P: Eon < n—arct En + 2ndr. 
E 87 


Pero la solución de desigualdad (4) puede escribirse con mayor 
brevedad: 


—F+mn<z < —arolg + am. 


EJEMPLO 4. ResoJvamos la desigualdad 





atgr< E 
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SOLUCIÓN clga no está definida con z = xk. A estos números 
corresponden los puntos O, y O, del círculo numérico 2 (fig. 46). 
Marquemos en el semicírculo 0,0, el punto M = M (2) tal que 


clg a =1. Con esto fin, trazamos el arco 0,M, cuya Jargura 0s 


igual a arcclg 13 = F Como en el arco 0,0, la función y = clg z 





decrece, la desigualdad ct e< LE se verificará para todos los 





Fig. 46 


puntos del arco 9/0, que yacen desde el punto A en el sentido posi- 
tivo, es decir, un el arco abierto 170, (al rosolver la desigualdad 





sería preciso tomar el arco abierto OM). Tomando en 


consideración gue el período fundamental de la colangonte es igual 
as, marquemos, además, el arco PO), en el que so verifica la desi- 
gualdad (5) (ella se obtieno del arco 47103, girando en torno dol 
punto O a 1809. 

Así, pues, la solución gcomélrica de (5) es la unión de dos arcos 
abiertos MO, y POp. La anotación analítica del arco MO) es la 


siguiente: = + 2nk <x<a + 2nh; la del arco PO, se aduce a 
continuación: = + 2nk < :< 21 + 2nl. 

De forma más corta podemos escribir la solución de la desigual- 
dad (5), así: + +auk<zr<a + nm. 

elemPLO 5. Resolvamos el sistema de desigualdades 





seng< S (6) 
' 





c0s 1 >— > 
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Haliemos la solución geométrica de la desigualdad sen x= < le 

(el arco MP del círculo E en la fig. 47 está sombreado porsu interior). 

En ese mismo círculo hallemos la solución geométrica de la designal- 
y2 


dad cos 1 >— => (el correspondiente arco EX está sombreado en 
la fig. 47 por su parte exterior). Entonces, la solución geométrica 









ATT 





Sig. 48 


del sistema (6) será la intersección de los arcos MP y MK, es decir, 
la unión de dichos arcos. Sólo nos queda confeccionar Ja anotación 
analítica de los mencionados arcos. Para el arco MX, Lonvmos: 


+ LU < IZ e + 210; 
para el arco EP, Lenemos 
SS Hal << Ed 2mk. 
EJEMPLO 6. Resolvamos la desigualdad 
2 sent (=+-) + Y 3c0s 22 >0. (7) 


SOLUCIÓN. Aplicando la fórmula 1 — cos 24 =2 seno lrans- 
formemos (7) a Ja forma: 


1 —cos (22 + 3) + Y 3cos 2 >0 
y, seguidamente, 


—cos (2247) +V 300522 > —1, sen 2x 4 Y 3cos20>—1, 


ds V3 1 jo TE o E 1 
y sen 2e-+ cos la > — q Sen <p sen 27 -+-cos 7 0052 O 


cos (22) >-4. (8) 
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Resolvamos la desigualdad (8). llaciendo £= (2: 3) obte- 


nemos la desigualdad cos 1>— Ls cuya solución se obtiene con 
ayuda del círculo numérico (fig. 48): 42h << E 42h, 
Retornando a la variable x, obtenemos: E + 21 <2— E < 


Le z + 21k, de donde — + bnk< E Jade es la solución do 
la desigualdad (8) y, por lo tanto, la de (7). 
EJEMPLO 7. Resolvamos la desigualdad 
6 son? x — sen x cos z — cos? x > 2. (9) 


soLución. Como 2 = 2 (sen? x + cos? x), transformomos (9) a Ja 
forma: 
4 sen? x — sen «cos = — 3 cos? > 0, (10) 


Ya que cos? x > 0, la desigualdad (10) es equivalente al siguiento 
conjunto de sistemas: 


costr=0 a di 
md 4tgx—igr—3>0, (1) 
El primer sistema del conjunto (11) tiene la solución: n=. Ju. 
El segundo sistema de (11) es equiva- 
lente al siguiente sistema: 
1% FHnk, 
(ta x—1) (uex+-) <0 


que a su vez es equivalente al conjunto 
de desigualdades: 





gr<-3;ga>t. (12) 


Sig. 49 Hallemos la solución de (12). La 

solución geomélrica de la desigualdad 

tgx>les la unión de los arcos abiertos M0, y NO, (en la 
fig. 49 está sombreada por cl interior), la solución geométrica 


de la desigualdad tgx<—>z es la unión de los arcos abiertos 


9,L y OK (sombreada por el exterior). La solución geométrica del 
conjunto (12) es la unión de cualro arcos MO,, NO, 0,L, 0,K. 
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Como, a continuación, la solución geomélrica del primer sislema del 
conjunto (11) es el conjunto de dos elementos (9,, 9), la solución 
geométrica del conjunto (11) es la unión de dos arcos ML y NK. 


Confeccionemos la anotación analítica del arco ML: z + 21k < 


<x<a — arctg 4+ 2ak. 

Tomando en consideración que el arco NX se obticne del arco 
ML girando alrededor del punto O a 180%, es posible no confeccionar 
la anotación analítica del arco NX, sino que de inmediato escribir la 
solución del conjunto de sistemas (12) en la forma: 


FHha<a< a—arctgÍ + ae 


Esta es la solución de la desigualdad (9). 
EJEMPLO 8. Resolvamos la desigualdad 
1 9 
sia o 5 
sena 4 cosa < E (5) 
SOLUCION. Conseculivamente, lenemos 


son? x+sen eos 2— | 
2 Timo et 


o S 
sen 40097 uz E E 





sen x cos 1—cos? cos x (sen x—cos £) 7 
AAA e ELA 4 
sen x <0; sen z 0. (14) 


lHagamos uso de la identidad sen x= tgzcosx. ln el caso 
dado, esto estrecha el campo de dofinición de la desigualdad, pero 
no conduco a la pérdida de raices, ya que los valores de 2 con los 
que cos x = 0 no son soluciones de la desigualdad (14). 

La desigualdad (14) se transforma a la forma 


cos? z (lg r—1) A nd 
E Sl y, a continuación, 


«20. (15) 





La desigualdad oblenida es equivalente al siguiente conjunto do 
sistemas de desigualdades: 


lgx>l a 
let (15) 
lgx<i ú 
sen z>0, qu) 


Resolvamos el sistema (16). En la fig. 50 se muestra la unión de 
los arcos POg y MO, que es la solución gcomélrica de la desigunldad 
tg x> 1, mientras que el arco 9,07, la solución geométrica de la 
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«desigualdad sen - < 0. La solución geomél 





a del sistema (16) es 


el arco PO, su anolación analílica liene el aspecto: 
2d 





E 2ak. Esta es la solución del sistema (10). 





Resolvamos el sistema (17). De la fig. 51 se deduce que su solu 
ción geométeica es el conjunto de arcos O¿M y 0,0). La anotación 
analítica Liene la forma: 


2ak<xr< F+ Zn: F+ 2 <z<na+2nk. 


Es dlecir, la solución del conjunto de sistemas (16) y (17) y, si- 
multáncamente, la solución de la igualdad (13) es la siguiente: 


ha 





ke < > +2k, 2 <a <- +2mk. 





ES E ladilla Za, 


En conclusión señalemosque no siempre es posible resolver un 
sistema o bien un conjanto de desigualdades Lrigonométricas con ayu 





«da del círculo numérico. DP. ej., así sucede eu aquellos casos cuando 
e] mínimo común múltiplo de los períodos fundamentales de toilas 
las funciones que entran en las desigualdades que componen cl sis- 
tema o conjunto dado, es mayor que la longitud del círculo numé- 
rico, es decir, iwayor que 27. ln semejantes casos, en lugar del cár- 
culo wumérico se hace uso de la recta numérica. 


EJERCICIOS 


Resuelvan las siguientes desigualdados más sencillas: 
1 Y3 13 
1604. 1) souzc>—-7; 2) cusr< + 3) tgr>— 


3! 





4%) eta <—t. 
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1605. 4) ns 2) cosx >—0,7; 3) lgx< 5; 4) clgri>— 


Keosuelvan los siguientes sistemas de desigualdades: 


1 
sni< DN 
1606. 1607.4 pe > 


cos 2 <= yz<n. 








E vaz tgx<t 
1008. ¿9 <= 1609, QU 
clgz E E 





aga >— 13. 
1 
senr>-- E 3 
1610. 7 16m, ¡e dia 
005 < tgx<3, 
ds L 0,23 
A a 
clgz<?. A 


Resuelvan los siguientes conjuntos de desigualdades: 
1614. senz> Es ¡00 <O, 16lO, cósx Fi lo > 8h, 


Y /5 = 
1016, sena <— E; ope. 1007, 19r< LE; lg V2. 


Kesuelvan Jas siguientes desigualdades: 
1618, cosat> q. 1019. Been Zadcos2e<t. 
1620, cos3a1-V¿sen3x<— Y 2. 1621. cos2r-L-cosz > 
1622, 1623. sen 3z > eos Br. 
1024. tgz+3clga—4>l 1025, sent x—ed 
1626, 2sen* > cos 2r <0 








—3Isnmr4J 2< 0 


1627. Ig%a--3>3lgrx+tgz. 1028, 





1629. 5 sen? x—3 sen z cos -—30 cos? z >. 

1630, 2s0n? x—á sen x cos 1-9 005? 2 > (1. 

1631. cost-+3 senta-+2 Y 3 sen zx cosr< 1. 

1632, 3sentz4sen2r—co "2 >2. 1633. PBcos?z<4 lga. 
1634, sen4x-pcosázclg2r>1. 1635, 2-4 lg 2r—ctg 22 <0. 





1636. 2cosx(cosz—Y8lgx)<5. 1837. senr4-cosr ES 


7 sen y 
A en$ xp cos! 48 E 
1038. senf x-costr< 5" 1639, ctg x4 az >0. 
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1640. cos*2r--costr< 1. 1648. 80? 43 sen z—4>0 


1642, senx-+cosx> Y Zcos2r. 1643. tgx4-1g 22-18 3x > 0. 
1644. cos 27 cos 5x< cos 3r. 
4645. sen 2x sen 3x-— cos 23 cos 3x7>sen tU z. 


1646. lg a-Helg (+7) +20 (+2) >0. 


$647, 2 seu? x —sen r-|-sen 3z < l. 
1648. 4seu z sen 27 sen Jz > sen 4z. 


1600, LE > 31gr. 1650. 3costasona—senta <L 
"cor A 7 E” 
le A 7. 3 
051, Sida cotrboosde > 


cosa 2easir— 1 


Resuelyan Jos siguientes sistemas de desigualdades: 


cos 
1052. ( 3 1053. 





sen —1> 
5 


1 
cos 2 >= + 


$ 7. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 
EJEMILO 1. Resolvamos la ecuación 
sent x 4 cost a = 4. (1) 


souución, Empleando la fórmula de reducción de la polencia, 
oblenemos; 


( l —cos 2 P+( Lo) a 





y, seguidamente, 
cos? 2x = 2a—1. 0) 


Vallemos los valores de control del parámelro (véaso la pág. 186). 
£u nuestro caso, ellos son aquellos valores del parámetro com los 
que el segundo miembro de Ja ecuación es igual a O o bien a 1 (si 
2a—4-<0 0 bien 24 —1 > 1, la ecuación no tiene soluciones). 


Si 2a—1=0, a=33 si 2o-1=1, a=L. 


Así, pues, examinemos la ecuación (2) en cada uno de los 
E 


cinco casos siguientes: 1) est; 2) a= +3 3) y<or<t; 
4) a =1, 5) a>1. 


A 24--1<0 y la ecuación (2) no tiene raíces. 


1) 5 u<7, 








$ 7. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 286 
2) Sia=4, la ecuación (2) toma la forma cos*2:=0, de 


nn 
donde hallamos z = q 3 


3) Si H<a<i, 0<2a—-1<1. Trausformemos la ecuación 


(cos 4x 
z 


(2) a la forma: = 2a —1 y, a continuación, cos 41 = 


=4a—3. Como en el caso que analizamos y <a<t, 2<40< 


3 
<4 y, entonces, —1<4a—3<4. O sea, la ecuación cos 42= 
=40—3 liene la solución 42= +arccos (4a--3)4-2xk, de donde 


I=->+ a arccos (4a—3)+ 5 ko (3) 


4) Si a=1, la ecuación (2) Loma la forma cosi2r=1, De s- 


ta, hallamos 1 Ke. 


5) Si a > 1, 24 —1 > 1 y la ecuación (2) no liene raíces. 
Soñalemos quesia = 5 o bien a = 1, la solución también puede 
ser escrita en la forma (3). 


RESULTADO, 1) si ahi 2>t, no hay mícos; 


2) si Sa <i, 1= ++ arccos (da —3) +. 


ESMMÚLO 2, Kesolyamos la ocuación 
(a — 1) sen? x — 2 (a + 1) sen x + 2a—1t =0. (4) 
SOLUCIÓN. Hagamos y = sen zx, entonces la ecuación (4) toma la 
forma 


(a —1) y? —2 (a 4-1) y + 2a—1=0. (5) 
El primer valor de control del parámetro a será 1 = 1 que reduce 


a cero el coeficiente de y?. 
Con a =1 la ecuación (5) toma la forma —4y + | =0, de 


donde hallamos y = ¿ 7, 0Sca, sen 7 = ty , por lo Lanto, 
1=(—4)* arcsen z Halo 


Examinemos ahora el caso cuando a 4 4. Mallemos el discrimi- 
nante de Ja ecuación (5). Tenemos: E = (a+ 1? —(a—1) x 
x (2a — 1) = —a? + 54. 
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Los segundos valores de control del parámetro a serán aquellos 
valores con los que D =0. Éstos corresponderán a los valores a = 
=0, 4 > Señalemos que D <0sia<Uobiena>5yND>0 
si 0<az5- 

Así, pues, necesitamos cousiderar la ecuación (5) en cada uno 

0<aS<5ó a>. 
«de Jos censos: a<0; ( 5 





ajet y 
Sia<0o bien a>5, la ecuación (5) po tiene ruíces. 
j 0<a<5 . , 
Jin el caso la ecuación cuadrálica liene las raícos 

ad 
renles 
alla 

A 

Como y 12, deben complirse las siguientes dosigualdados: 





¿—1<y<i. 


AE 





Es fácil advertir que y, == A satislace ln desi- 
gualdad doble —1<y,<1 sólo con a=0. En efecto, si a=0, 
ia>0 Jea+1]1>/a—11 y, más aún, [a+ 1+ 


|>Ja—4 |, es decir, | y 1>1. 






Si a =0, la ecuación sen z = y, toma la forma sen x = —1, do 
donde Jallamos x= —3 + 21d. 


Ahota, hemos de buscar Jos valores del parámutro a (del conjunto 
que consideramos 0<a< 5), los que satisfacen el sistema do 


asxki 
desigualdudos — 4 < y, < 1, es decir, el sistoma 





(0) 


ali Pa 





e—1 


A su vez, el sistema (6) es equivalente al siguiente conjunto de 
sistemas lo desigualdades: 


a—=1 == a—-1<0 


api—Yim=a> ia; ay 1i-Y Sia < ia (0) 
a 1—=Y hi < a—-1 att— iaa >a—!. 
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Resolvamos el primer sislema del conjunto (7). Tenemos: 


u>1l a>1l 
Y iaa < la y, a continuación, Du—a e, ón 
Via=a > 2 





de donde hallamos 1 <a < 4. 
Resolvamos el segundo sistema del conjunto (7). Tenemos: 


a<t 


ai 
y 5a > y, seguidamente, (ya que a >0) 4500 44 
Via=at< 2 Da— 





de donde hallamos 0O<a<1. 
Así, pues, el conjunto de sistemas (7) y, por A jo de sis- 
h 


tema (6) también, tienen Jas soluciones: VUZa<1 1 <a <A 
Esto quiere 


0£a< 


decir que en el conjunto | “Ja ecuación 
1 J at y 





(8) 


a< 4 


ia dis da < Ya 
sólo tieno solución en el caso cuando l, Alo Dicha solución 


adi Uña 


os la siguiente: z=(—1)* arcsen A Semdenios 





que esta anotación asiwisimo contiene el caso considerado si a =0. 

Si4<a< 5, la ecuación (8) y, junto con ella la (4), no Lienen 
raíces. 

4 I 

nesezravo: 1) sia, a =(= 4)" aresen 


4 
0<a<4 y 
Es ho sm 21 
Ei va=(—1)' aresen ran 


3) si a <0; a >4, la ecuación (4) no liene raices. 
viento 3. Resolvamos la ecuación 


SETA 


3 








2) si +ak 


cos (a -|- e) 4 (1 





soLución. Multiplicando ambos miembros de la ecuación (9) por 
cos x, obtenemos: cos z cos (a + 1) = cos a y, más adelante, 


cos (2 + a + 2) + cos (1—a—2) =2c050, 
es decir, 
cos (22 + a) = eos a. (10) 
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De la conación (10) hallamos: 


z=1k; 21= —a + 3d. (11) 


VERIFICACIÓN. En el proceso de resolución de la ocuación (9) hemos 
multiplicado sus dos miembros por cos x, lo que condujo a la am- 
pliación del campo de definición de la ecuación y, por lo tanto, pudo 
levar a la aparición de raíces ajonas. Del conjunto hallado de fami- 
lias de soluciones de (10), elijamos aquellas familias que son la so- 
lución de la ecuación (9). Con esto fin, eliminamos del conjunto 
do familias (11) los valores de x% con los que cos ==0, es decir, 





n A i A 
los valores de 7=- + am. ls ovidonte que las familias 2=1k y 
a Z Ea uno. se cruzan. Suponiendo, a continuación, «que 


—a-pade | 0, hallamos a > F(—1—2k4+2n). Esto significa 
«ue Ja familia 2 =« 1 es la solución de (9) sólo con los valores do 
aj 5 (2n—2k — 1) obien, con brevedad, a + (22—1), donde 
l=n—k(l=0 +13 +2; ...). 


RESULTADO: 1) si a= E (214), 2=3k; 
) p 


2) si at (211), z=131k; 2=—a+nh, 


EJEMPLO 4. HResolvamos el sistema de ecuaciones 


ae (12) 


Sen y cos 1 =4. 


sorución. Sustiluyendo la primera ecuación del sistema (12) por 
Ja suma y la segunda, por la diferencia de la primera y segunda ecua- 
ciones, obtenemos un sistema equivalente al (12): 
sen (2-1 y) =08 4 a 
sen (1— y) =a4—a. 


(13) 





Asta 


Sen 3 cos y — Sen y cos x= a—a 





sen 2 00s y 4 sen y cos y MN 
o bien 


Es evidente que el sistema (13) tiene soluciones cuando el pará- 
metro a satisface los siguientes sistemas de desigualdades: 


1442] <i 


[a] Z 1. 


(14) 
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El sistema (14) es equivalente a semejante sistema: 


a+a<t Aa-1<0 
ata>—1 p atqa+t>0 . 
a odian ea 40 (5) 
A—-a>—1 a—al 10. 


La segunda y cuarta desigualdades «le (15) se realizan con toda a, 
ya que los trinomios de segundo orden, contenidos en los primeros 
miembros de dichas desigualdades, tienen discriminante negativo y 
coeficiente mayor positivo. O sea, el sistema (15) es equivalente al 
siguiente sistema: 


[eubale: <0 


que al resolverlo, hallamos: 
aa—1<0 l poo 


V5—1 
2 





<a 





Súlo con estos valores del parámetro a tiene solución el siste- 


ma (13). 





Así, pues, — Del sistema (13) oblo- 
nEmos: 
E +y=(—4)" aresen (a+ a) 4- mue, 
—y=(—1)” wveson (a?—a) + an 
y, a continuación, 
Lo AS (—0* aresen (2-4 a) 4(—1)* arcsen (A—a) + ade + n), 


y= FU" arcsen (a 4 a) —(— 4)” aresen (aa) + nk — am). 


RESULTADO: 4) si a< — no hay solu- 





ciones; 


, entonces 





METIO) 
2 


eje año ] 


donde a = (—1)* aresen (a? + a), P = (A)” aresen (1? — a). 
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zirmrLo 5 Resolvamos la desigualdad 
lgz+cgr<a. (46) 

soLución. Pransformemos la desigualdad (16) a la forma 

sonia costa_ Z 





senr , cosz ó 
GEES E spués, 
ce a AS nz 
O Seu, 
E 17 
az o (22) 


lagamos y = sen 2x. Entonces, (17) Lomará la forma z <a y el 
problema se reduce a resolver el siguiente sistema de desigualdades: 


a a? 
E mn es decir, [ >0 (18) 


y 
=131y<!l, -1<yS1. 





Señalemos que a = 0 es el valor de control del parámetro a. Así, 
pues, tenomos que analizar tres casos: 1) a = 0,2) 4 >0;3)a4<0. 


-4>0 
=1<y<1l 


1) Si a=0, el sistema (18) Loma la toma ( , de 


donde hallamos —1 << y<0. 
2 
ESO 
2) Si a2>0, el sistema (18) transforma a la forma po 
=A<yS! 


, 
de donde hallamos: 


ba uo) 


Aquí, el valor de control del parámetro es a = 2, por lo que hay 
que considerar tros casos: a) 0< «< 2;b) a = 2c)a>2. 
3 
a) SiU <a <= 2, > 1 y el sistema (19) tiene la siguiente solu- 


ción: —1 y <=0, 
b) sia := 2, el sistema (19) Liene la siguiente solución: 


<< y<0 y=l; 
e) sia > 2, el sistema (19) tiene Ja siguiente solución: 


1Sy<t sy <l 
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3) Si a<0, el sistema (18) se lransforma asi l 








2 
y, a continuación, f <y<0 
—1S<y<1. 
Aquí, el valor de control del parámetro es a = —2. Por esla 
causa hay que analizar tres casos: a) a < —2; b) a = —2; c) --42 < 


<a<0. 

a) popa e<—a tenemos 2 > —1 y del sistema (20) ha- 
llamos 2 < y <0. 

b) En el caso a =2 del sistema (20) hallamos —- 1 5 y <0. 

c) Por fin, cuando —2 <a < 0 Loncuros te —1 y el sisle- 
ma (20) ofrece la siguiente solución: —A < y <— 0. 








Fig. 52 


Resumiendo, MaS la siguiente solución del sistema (18): 
1) si a<-—2, £ 2<y<0 


2) E AS y<0; 
3) sia=2, —1<y<0; 


4 sia>2 A<y<07<y<t 
Como y = sen a obtenemos: 
1. Sia<-—2, 2< sen2x< 0, de donde (fig.52) 





Zak x1< 2 < n+aresen (2) + 21d; 


2nk + arcsen 2< < 21< 2nk, 


19. 
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por Jo tanto, 


ná y as xx Ll urcson 24 nde ad Fares =< 2< uk. 


2. Si 








4<22, —1<sen2x<0, de donde 
2nk —11 < 22 < 21d, 
por lo que dk —E LEER. 


3. Sia , del sistema de desigualdades — 1< sen2x<0, 
obtenemos: nh — F<u<ak y de la ecuación sen 22=1 halla- 
mos: 





al 
=>7- xn 
1= ak. 


4. Si azt>2, del sistema de desigualdades — 1< sen2x<0, 
hallomos (como más arriba) ak — 5 <zx<ume y del sistema 
2 < sen2z < 1, tenemos (fig. 53): 

2uke e aresen £< < 21 < n—aresen 2 +2nk, 


A 
do donde 3 + + arcsen le rt +3 arcsen + ade. 


nesubtano 1) sia< —2, 1 -E F<wsz < Fa + nde me 
aaa 


2) sí —2<4a<2, ak— F<z<ak; 3) si ad=2, u— q< 


<i<nmki x= Ende; 4) si a>2, n— E<x<ak; na < 
4 2 


Si“ 2 —a4 ak, donde a=+ aresen 2. 
EJERCICIOS 


Resuelvan Jas ecuaciones: 
1054. cos 22--cus 4z sena. 
1055, 42 50nx +4 Y Feos (a +2)=a 1/3. 


1056. sen(==—a)=sewz ]-sena. 1657, senfa Ex)-L sou =cos 7. 





1058. a (sen z-L-cos x)2=b cos 2z. 
1659. (a— 1) cosr+(a4-1)senz=2x. 
1660. sen (240) + cos (14 a) =seu (2—a) 4-cos (2—a). 
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1061. 1-psentar=co3x. 1062 son? y-cosó7=a, 
1663. sent z-Hcostz-Psen2rta=0. 1664. lga-blga+i=Ig7 tg 
it 


= (an ato = 55. 
1665, a cos? —(a-+2b) sen? a cos 0—bsemz. 1600. 





=0 
1667. sen3r=asenz. 1608, cosdr=ac05x, 


1669. 2 cos (a-l-2)= = - 1670. sen(e-+0)= 






cosa 
snz * 
1071, cos z—sen a4-2 cos 3x sen (a—31)=0. 
1 

| AA 5 1678, 8 =3, 
1672. P—2a+ aaa 3673, sen=+42cos12= 3. 
1674, senta 4senz4a=0, 1675. cos? x—3 cos 1-a=0. 

42 —2c08? 40d E ES 
1070, sont — Zoo O, A A To 
1678, tg22--lg(a+2)tg(a—2)=0. 
1679, (gx —2 18 0 1 7-1 1680. senzx lg z-[-2008 1==a. 
1681. sena lg?x—2c03 0 lgr--1=0. 











1682, arclga—arct 2 =arclgr. 
El 


1683. arcty 








1 1 
19008 7 "cl a 


1684. sen 3x-| sen 2x3 =a sen Y. 

1685. (sen x-+ cos x) sen 2x=a (sen? x )- cos? 7). 

1686. sen? x—sen r c0s +—2c05* 1=a. 
Resuelvan los sislemas de ccuacion 


1687. sie 1688. ps 















x+y=b. + 
509 [S'0T SOYA sen cos 
1000. (Egeo, 1690. a 
sont x—sen? y =0 sen x sen y = 
69). 92. 
19 (tras. As (ee da. 


1693. (a 1694. [Escolb 
C05 7 SEN Y=4. a -y=b. 

sen = cos 2y =at-p A 

cos x sen 2y =4. 


a 1—y=0 
4500. Eros 2x-|-008 24) =1 4-4 cos? (1 —y). 


1695. 





4 sen asen ys=a 
de ¡es z sen y= —2a?, 
Keosuelvan las siguientes desigualdades: 
1+senx 1—sen x > 1+sen z i—senz 
10 a A IN a as 








1700. cosa— E <a. 
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la manda fábrica es 2 vecis mayor. 577. En-0 días. 578. Jin Lain. 
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$79. 8h, 580, 50 hh. 581. 3 veces. 52. + veces. 583. lin 10 alias 584, Aas 


28 r. más caro. 585. 300 g y 500 g. 586. 441 587. 4H toy 
588. 187,5 lg. 589. 45 £. 590. El 530%. 591. 1215%.592, 10 kg. 503. = 

594, 1:3. 593. 1,64 y 1,86 1. 596. 15 kg. 597, 10 kg, el 040%. 598 
599. 18 kg. 600. a-Fb—c. 601. G 1 602. 18 1. 603. 2,4 kg y 4,5 kg. 604.351 
de glicerina y 0,5 1 de agua. 605. 10 1. 606. El 5% y el 40% 607, E) 15% 
y el 4%. 608. El 62,5% y el 55%. 609. Y. 610. 7,8 Gl. 2. 612, 0 
613. 0; 2. 614. 9. 613.2 /2, —2 42. 616. 0; 0,5. 617. 1,25. 618. 1; 1 


619. 64, 620. 1; —. 21. 4; — 4.622. 1;2.023 4. 624. 2,623. 10%4, 
626. t. 627, —M5. 628 622. 6; —2. 630. 2 —T bl. 4 — 
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632. — E 633. 1. 0M. —1, E, 7. Ga. 
+ 036. 1. 637. —1; 0. 638. —2,4. 639. 5. 640. —37, 0641. 2 642, 15. 






5. 64%. 4. 045. 2. 64b. 4. 647. —88, —2 
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3 048. —i; 
34, 3. 654. — 
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li —2(1-4-Joga2). 727. 

—4; 4: 2.730. —3; 1; 2 3; 4. 731. + + 
50. 735. —1, 4; 4. 736. 737. 0; 1,5 738. 2-13; 
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). 826. (4 1) 827. (10; 
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EA, 1413 





MUI Es 3. 84. 0 4) u[ E ut so. 850. 


vi rai 

12% 21U12 4[. 85. [- 3 YA, [v: Lidl -] VO 
852. |—0o; 2(U1% S1UI7; co. $63. J—00; —31UI2—J/Ó, 31U124 
4-16, col. 854. >; ulz ol. 855, JA 5. 856 1-8 1). 
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4 4 
. 865. ]—00; 1u]ó:a 865, ]—00 == 





xLura os [. 867, J—00; —7] U]—15 G[UJO; 11UJ3; co[. 868. |—oo; 
—1 [Ul-—41; 2]. 869. )—o0o; 2(U 13,5; 4[U [7 col. 870. J—0e; 5] 871. [0 
872. ]2,7; e BIS, Me 21. 874. [l; 21. 875. ) —3; 17 tul 1%; 
876. 0 [UI 75 2[. 377. ]-43 11UI3; 51. 878. 1-5; —[Ulz> 
1[. 879. [—:+)- 880. ]0; 1[. 881. ]—4 —3[U1—2, —4] Ud; 21. 
sl 18; —65[UJO;: 5L. 883. J-4 —31UJ-2 —1(UJO; 
GLI 21412; 31873; 4[. 884. ]—00; —71U] —% —2/ UM 71017 
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sur 88. [a LT u[ 4: a]. 866. ¡00 11U10 21412 
Ls 2 201 
3 5 
SLu4]6; 1). 888. ES 2] 1]3; cof. $89. Y. 890. j—co 
11UJ2 31. 891. IF 1013; co |. 892. J—I; 41. 893. [0; 8). 894. ] —00; 





214 19: 71 60. 0) )) 6d) 15 1)U 16:00. 890.1 0 —1x 
X1UJ2 31 897. ]—0; 21. 808. ] 2; 41. 89. J—00o; —161UJO; oo]. 
900, J 1; 41 901. ]—oo; -4) U 12; col. 902. 11,5; 2,5). 903. ]—00; —1[U 
UJM (904. —0,4U 14; el. 905. J—o9 —5[UY]—4; 11811 
cof. 906. | —»0; --2(U] EN oo. 107. 14,5; col. 908. j—0o; 1] 1) (1,5; 








DD, YE RM O, 105 0,41. 91. [0 q |. 912.) —— (U 
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11UJ2,% col, 








9l4. ¡ —MUIA 11035 913. |—0o; —218 
VI=2 1 IWI=E 0. 916, |; AU «LUN Le 
-2]U1-2, ") UL 21U12 2.5). 918. [—1; 1]. 949.) —31U13; 





001, 9%, [00 —F1UIZ cof. 92l. oo 4] UM; 00. 922. ]—oo; 
<stular col. 02 ZEM 0% 115 21 92. )1 81 0%. ] 5; 
—21U)2, SUIS; 51-927. ]=oos 51, 908, 12 3]. 92D, J=00: —21U 
col. 930. . 932. )—c0; 011] 6; 00 [.993.]— 
4 1y1=2 11UJ3 e Ay col. 935. J—00; 21. 936.0; 

0 [. 937 15 su]. 938. ] co; P LU): col. 939, En el primer cajón, 


29 piezas y en el segundo, ZAS. 940. En la red brigada, 4) personas 
y en Ja segunda, 17 personas 4. 119 pioneros. 942. 25300 m. 943. 850 1. 
944. Por Y personas, Y45. 8 05. 946. «lDoses» —11, «lreseso —7, acuatraso — 
40, scincoss —2 947, 180 948. 14 r. 949. f 1 L 
95. 12,6, 41 952. ]—oo; 0,5] U 10,68; co [. : 


—4 1. 055, (0.5; co |. 950. ]—005 —2) UJ3; 573 |. 957. 14; 001.958.]=8; 

































4 [- 959. EUR 960. J—0% 0) UI4,5; oo [. 961. J—o0; 0). 


y02. [2] us col. 963. J—co; 00 [. 964. (3; co [. 965. [5 + +=). 


15416, 15 


966. $. 967. |4, 5[. 968. (a; 15 
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il 969. QU. 970. y. 


971. [25, 972. 8.973. [Y21;2 Y 7]. 97%. ]-5; 51. 





wm, 325%]. 916. 19, co]. 977. ]00; —21U 120,5; 09. 978. J— 
NUI mL BT. (ki 4). 980. Jl; 3) UIB5; 7,51 981. 12 00 
982. |—eo: sc [. 983, j—oo cof. 984. ]0; cof. 985. [2; 6). 980. J— 
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u[—$: 3]. 009. 3-0 4421/81. 990. 
991. 12; 8[. 992. [—2 O[UJO; 2]. 993. 15; oo L 00%. 


3 0 [= Am (o: 9Jo 097. 25 NS 1, 


999. 0; 00 [. 1000. j—o0; 0,4]. 1004. ]—00; 1,5[. 1002. [00 1 1Y]7% 
co [. 1003. J—00; —6] U (2; col. 1004. J—co; 1--lug,31. 1005 Ze 
27 24. 1000. 1; 2; 3 4; 5; 05 7. 1007. [—3, —¡ ÚLUI—5 
ul VGLUIVE; 3). 1008. ]—4; suo 41U) 21 1009 
1 
— 1UJ 0; 3l- 1010. ]—oo; 66). 1011. | 5; Log 60 [ . 1012. 12 
1013, ]3; 00 [. 1014. 10; co[. 1015.) —1; 4[ 1016. J0, 1]. 1017. 12 ol. 
1018. Y. 1019. ]0; oo[. 1020, ]—co; log,,,0,5]. 1021. J0, E 1022, 
dog, (14-13). 1023. ] ¡oo 1024. J2; 00]. 1025. ]0; 21. 1U2G. 


01012 31UJ3; 3,5[U]4; oo(. . ] 00; —0,51U1L; 00]. $028, (lug, 

1029. [login 5; 1). 1030. ]0; 1,5[, 3031. 14; 3,51 1032, J£ 2JU14; 

1033. ]=45 O1UJL 21. 109%, J—t; 1FUJI; SL 1035. 14: 51079, 
a a 

1096. A, ¿[. 1037. 13, 4561 1038. ] —% 

ALUIÁ cof. 1040. 0, cof. 1041. J4; 1,041 UI2G; col. 1042 [35 


1043, J-a Pl. 1044, (1; 4]. 1045. J—00; —2/UJ, 6, o[ 1046. 0 
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A al. (047. 2. 4048. 1); 31.1040.)1,1. 1050, 10, 


su par, 2[. 1051. 1217, 210122 V/F L. 105 
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1057. 1032101 5 e. 1058. J—eoo; OLUIS; col. 1059. ]—0o; 
—7[1I—=5; —21 U (4; cof. 1060. 10,5, 4]. 4061. J0; 0,514 12143, 00]. 
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1062. ]—c0o; —S5[UJ3; col. 1063. s Lu Jal 1004. 140000, 


co |. 1065. ]y5 51. 1006. 1108, 0/24 0 log,31. 1067. ]4, 04]UII 
col. 1068. J0; 0,25(UJ4; col. 1069. J1; 2(UJ6% oo]. 1070. Ju 








3[u Jue. 1071. 10; O.5[UJ5; vo [. 1072. J0,UI; col. 1073. 11, 5l. 


107%, 10,25; 1[UJA; 4l. 2075. J—00; log,(—1+ 1310) 15 ool. 
34 





1076. ] 108, P> 1ogaá |. 1077. 347; 4(. 1078. ] 4; 001. 1079. ] lug, 2 


; Ae E e 5 ns 

1,51. 4080. a Lo]u val. 1081. (0,5: 1] 1082. 13 vol. 
YE Aj ñ 

1083. 0; 21UJ4; col. 1084. ]2 ES vu]? 1085. J— 
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1; 51 yA s1]. 

1087. ]—0,5, 21 1088, 15 les 1089. 1272; 1[. 1090. ]—o0; 0(UJA; 
co]. 1091, [4 101 1092. 1172 —11UJ15 VW2(. 1093. J log vi 2). 
1094. 10, 41 1005. ]—<0; 1413 sol. 1096. J0; 0,5(UJ2 31 


1097. Jo, 01U1% ula 311114; of. 1098, j—3 —21UJ-4; ML. 
1009. [5; oo [ 1100. ] MUL. ]13 29]. 4102. Lo; AL1U) 48; col. 


1103. 13; 2,905] Ls (22; cof. 1104. J0; Hh Ult; cof. 1105. J—1; 0,5% 
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x[11]0, 1 1106. ]—eo; 0] U llega 5; 11. $107. J—co; 0] U [loa 3: 
1108. 10,2, 51. 1109. j3; cof. 1450. ]—4; O[U [l; oo [.1111. 10,4 [U [2:00 [. 
1152. 30, 11UIZ% of. 13. J—1 01UJA5 21 1114 flog0,9 21 


1115. J05: 1 | 1510. ] fol. 7. 115 1,51 1118. ]—1; OLUIA; BL 


1110. l- o, eo [con a = 1; 


ASI 3 1086 


























1120. ]—o00; 


clean; Dena=2, a=—2 1121. gcma=-—3, 


a=—4,5, a=0 O 1122. guna —2, 
a30. 


e*—=2 1193, guna=—30=8,0=2; 


=—4; —2t-3 
1; —% de con (LE, 


] n4—3 
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4 1 
(0, Duna <— 75 —3 con a=— 37; 
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1 1 pa 
3 010, al. 1126, —3 cona=>p 5 y cm 9-48 <a <— 04 
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ai 


SS = 1 
LT cna<—9-V84, 94 VB Sa < 
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Al 
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aihuia e j 

[ al 1128. Pemb-2/24<a<6 

con aco—=2 YD, 0>642 2. 4129. —4 cona=—20=4 risa, 
o 

rymo—2 col 4 2 1530. gGoeona==0; acona +0. 113l. Peoa=0; 


—15ema=4; fcona= e .=!t 1=-3- con 


a=1. 
UN». Ganas; 1 (U4I-4 11015 21U13% 





Soluciones 305 


so [ vna=1. 1133. Ucona>—13, 1:=0% a vz. 
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LE conato 1135. 9 00040, 





1134. Gcona<0, M<2a<i; Mcona=0; 
4 a 1 07424410 
pa ; ES sj AA 
yk A cnb<a<- 7, a>1. 1136, Geona>—4 ; 15 


con a <—6. 1137. —a Y 3cona<0; a 3 con a>0. 1138. Geona< —a con a 
PA 














>0. 1439. Gcona<t; at, 1140. Gemlal>=: > con 
TR 
1 a4-1/07— 1604-60 5. so 5 
la] <=j-1Ml a cona <= Bromas 7. 


1142. Gcona<0, a>3 14 Y 12 1ogpaconM<ae<3. 1143, HG eona :>1; 
Ocona=1; E dogs (1-4 Mio) cona< 4. 1144. Becona 3 a > 2 








log, 5 1203 <<. 145. goma << 20 Y emas-0. 


conil <a < 10M, 
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146. goma<t, a> 100 E 
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Mi. gema, ati aten [y MR gema, 
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a> ti Es emU<e<t. 3450 Qoma< 04; a, 
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ad. 
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4, 2=441, conf <a<y 2, 1 2<0<2, 4>2. 115 
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hs a a a at 
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64 (A. a? 
164. gema (BE, LA coma > 1.1105. 9 emva= 6,1 


4—alcona>—4; Jia o[ema<—=1, 166. ¡0 colcono= 


a op DE E MR ¿5 
9 a Ls E 
200204 
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abi, 34 Aa 
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< i lesa: = A 
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1441. FAA — Hina, 1442, oia 1443, EM ko 1444. 30h; 
OS e 1446, 2%, E Ln, 1047. ho 
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3 117 










1460, arctg (1 e 1D) dado 1464, arctg E ade 1402, ES 
se. E nn, 
4 Ha. 1400, E Toten 1404. Eh 5. GA 





be da ES 





+2nn. 1407. E 400 





a eme dl n,Z, ás 
y huh. 1469. ú +nk; 12 + z 2». 1470. 3 + 3 k. 147t. Ez 4 ñ le 
E y Lx 1472, Es arce Íacnn. 1479, ns en 147, ak 


” 
44 arclg34-sun. 1475. —arclg qm. 1476. Fe 1477, GQ. 1478. Y. 
1479. D. 1480, g. 1481. (IM Ednko 1482, n-2ak; Zarclg $4 dun, 
1483. arctg OS NS Faretg2denn. 1480, Ea 
1480. 2nk; Zarclg (—2)-+2un. 1487. +26 Zn. 1488, 9. 1489. +; 





do 





5 
xp0m, 1400. Zaki — pm 1491. JE arcos (E 42d. 1492, 











> y 2 451 ., e 
+H2ade 1403, el Li Er o fin). 104, 
+4 + A - Emo 1005, n+2ak; en 2an. 1496. 2 44m; (— 191% 





Td. 1497, Hen 1498, = Jako. 1499, (1) F4acke 1500, Bes 

















3 E ¿0 WE EI 
1501, —Emds Go harecos q 1502. eo 
¿AB 1 x A VEA, a 
e Forccen ( — E) an sa. Et (A aros 
2-y 
AE y2—y10,, sos. Y. 50. y 
1504, % bak; 7 + urccos 7 +2na. 1505. ñ bxde. 1506. 12 15 
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z 
+4 ko 1507, ++ ko 1508. E k. 1509. 2h; = +H2xn. 1510, a + 


+20 1511. (—1)A En 1512. + +2mk. 1513. Fonte, 54. g. 





1515, —arotg Tak —arctg ban. 1516. TS 1517. ES 
bn 

1518, ne 1519. q +20; —arctg3+a (2041). 1520, +24 

arolg3-Ea (2041). 1521. —F4+ak; 2an, 1522, (S. 1523. + y menos Fade 

dy arocos (+. 1524. Y. 1525. F 4d ES 1526. a-Pánk. 


1527. u+20k. 1528. Lp2mk. 1520. LL 4+3mk. (1530. pot. 1581. 9. 
2 z 5 





1532, 2n-241k. 1533. Y. 1534, (xk. 1535. 0. 1536. F+2mk. 1537. ak. 






5. 2. 155 ei ic 
50 150. y. 1050. 4. 1551, ( Heat 





+ 2nu) + 1552. (%; 0) (la 2), kEZ. 1553. (Gomas 7420)! 1654, (+ 
TE Mo E A so d 
e) (E E) 1650, (6 ea), 
(-55-+m). 1557. (Berta F+m). 1558. (aus ES Er 





(ot tes 42m). 1563. (Fax Fam). 1564. (nx 


ci (4 ) cat arccos (2—/2)4:21m) , (or arcson (1-2) l 
a; —arccos (2= V2)-+2xn) . 1565. (Fes a pan), ( ue 





z 
z +2nn) » ( 542 zan) a ( +2 Sau) 1560. (1; 1 





—a (2n-+4)), donde tE R. 1567. (5+n +) * donde AG Z. 1568. (+ E 





Hut; ak), (us F—ak). 1500, (F+0 Fu), 


Fax). 1570, (as Fax) y (ent Far). 1571. 
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Fa; 2-4) e (¿+4 2a+4mn), (254-4mt qm) % 
(2044 —F 44m) 1572, (us ar), (Fra qn). 
+ EE) 1974. D. 1575, (Fes E4 ama). 
16. (Erro Pee), (Grat ent). 
1577. (baca) Pena), (Pen een — Fada (0). 
Pe Pana), (nada ld; Ba (Mm). 
donde La + (arcson-Ebarcsen $) " p= 5 (acosen $—aresen-7-) >) 


1573, ( 








2 
1578. ( Me d2ks dt Eden). 1570. (aa ndo; Bda 0), (BA 


ha (a El); a (—K)), (— Pesca); —a ac (1—k)), (— a en (1 4-4); 
Y: n 1 VÍ «sy 











—PAx(n—t)), donde TF: Pq 
1580. (ul an), (alos Plena); (ata — PA), donde camaron LE, 
V3 

Bares LE y E, n son los números de la misma paridad. 1581. (a+ ak; 
5 "y 

Ha—ak), (Potes lisas donde amara IA, P= 
a pea An -E- na dE 

arctg EJ. 1582, (a ae), (— Gn qa). 


1583. (Ea tan). 1584. illo psa, 
(arotg qbo E vos ( a arclg + ne), 
(E —arctg y ae arta 54 ak). 1585. (ens 40m), (Eon 
2) , (Ein Egon), (Etna — E 2). 





1586. (19 F+ak (am E arctg da (00) - 1587. (FU) 
E) (Ei; Gm), LA En). 
188. (Ex aq) 1500. (FA PE), 
donde al arcsos 2. 1590. (pus 2420) (wtza —F+ 
+20). (42m Eon) (42 42m) , (Eon 
42m), (LE mk e] 1591. (Fras uk). 
1592, E +26; F42ma), (42m — 42m) . 1593. (Qnk; 11-200). 
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150. (Prat nt). (ono am), 
(En: pm) , (— ee: y 0) - 
1595. (E een Fent). 1596. (F+ak ls 
(-F+as Dm) 607, (FAA harta , 

+A; —arg74 5 n)- 1598. (al 2am), (5 

1000. (Ldrd orolg 2d A A 
—arclg 2-1; E arctg 2 (41) - 1600, (Gens arctg 2-Enn; 
E—aretg2—a (lem) A (arctg 20; Tena 2 —aretg2—a (41) 
1601. (ue am na Ven), ($420 q 2 2 Web). (+ 


2 E Ea ee). 1602. (para Gen, 42m), 


n n E, 2 n E a 
(¿+ Em 4 Em), (Fene + Fm) 





(¿ems es 47m) . 1609. (E ; ma), (5 2), (A ; 
E) (E) 1004. 0) —Epontr< 42065 9) ones 


5 
<a<UE 420%; 3) Esa ak AS 


1605. 4) a—areson 4204 <= < nt arcson +2 2) —arccos(—0,1)-+ 
+2nk <7 <arccos ( —0,7) --2nk; 3) — Fra << arepas NEIRA 
_v3 5n sm, n 
<arectg ( 12) +. 1000. E 42m << 2 1007, — GA 
A 
+2nk<x< 2nk; FH2m<=S a+ nh. 1008, E-h2al << 2d 





204-2ak < a < Ze 42 1609. nk<x=< Gn + < 15 Gn 
1010. arecos ¿+2nk <= <x—arcen Edmks 0L —P2< 
<atetg 3425k; Fm < Y < arecos (<) +2nk; nora 2d < 
<i<n-+arig3 42m 1612. arcalg2-- 2nk <x < aresen 4 0 
A—arcsen ++ mk <z<a+2ak a+ arcctg 2 + 2nk 2 < Ln Zn. 
1613. orcolgO 34 xk LIS Fado 101, arcsra +2 << HA dao 
1615. —o<z<oo. 1616, ascotgT+ak<z<un+tak. 1617. arcotg V2And < 
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Ta Xx 
<< nh. 1618. VA <:s y F: Y an. << 


< Y Etronas Y Eros Y/ —E 42m, —Z 40h, donde REN, 














1619, Fdak<z<aa 1620, == 
wal pe ze Za 1022, 420 <z< 2 1023. 254 


za 2 
Fk<z O REA 1624, ak<x<E q ri ak. 





1625. F+ dk <<? 7 2 +20 3 O. ú 2 +-2nk. 1626. — 0 < 


<e<— 4-2 pa E + 2mt. 1627. A 





Gn qa 1028, — + Fi<<G BG 1629. atcclg > Er 


¡as 108 sb —o<r<wco. 1031, al 





<z<mak. 1692, hal <= <arcotg ( — ) fade. 1633, Phi < gd 


3 
1635, A ASS A 
+ak, 1037. —F 4 
Hicks 
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y 03. Bercy 
bak. 1634, k<< + 





ko 


1030. —F+2n << Pz, En E 





1638. 





ma 


FAR 1000 — 2 2 


e] 





bin <a 2nk. 1640, ES 1641. 2arcotg 2+ 2 < 


Pa 2a1cctg (3) edad 1040, JE ou <=< Eos AS 
<e< qdo 1648, — arecos qn << a us 
1 1 n 2n EA 
+nk; y Votos ad << 7 +Hak 3 Hu << eds 3 Hnk < 





<< Ftnk. 1644, — 42d <= < am; 2uk << 5-2 TS 





<< +2, - +2 << de +20; cu +2 <a < za + 2; 








3n Bn na 2, 2% n 2. 
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dE cd k<r< +A TN SEnk < 1<- A +ak; a k<z< 4 
E y q.” 3n 
qn << TN 1647. +onk <r< 5 lab; PH <A 





$ A E 
Ha Hr < E +2xk. 1648. FHab<=<ak Gn <a <A 


+u Páai< En 1649. rn SiS ak 
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Ta, 2n x a z 
+ <a < 7 OS 1650, q << 165t. —F + 
E 


1 
+ak<r< E 4-20. 1652, 7 Ha < E + l05k; ne a 
2h 








IS 
< Eg to 0 << nl A tun a E 
1653, ii daná Mismamalar 165%. alecona < 
<-2 1>% 21=3xk, 223 (—areson $ GA con —235a< 2. 
1655. Y con a<-—8, a>8; eb (— A) arcsen ae con —8<aS<8. 
1056, 2ER con a=2nk; 1 =n-+2nk, 2y=0- ++ 2ak con a + 2mk, 1657. € 
con a=% +2; — FAA ae con a a+2nk. 1058. ER con 


mn 





pad, 2 = 





s a =Fbok, 1 =—F+ak con a=—b e M; 1, =- 





a = v Y 
Pa con ( pe a — rn con ( ES 1659, 

aresen $e = Ao arcsen E, ende con ME 1. 1660. TER coma =ak; 

ne con a =£ sue. 1661. 2nk% con a racional; 0 con a irracional, 1662. 3 


8a—5 
E 
a<-2 >? Fa con a=—2; $ (Ap ares (11 FA 





con a<í, a>t; + arccos E con ¿sisi 1663. £5 con 


am 3 +1 

1664, con a=pends —F—adenk con . 
as] ak 0) 

1665. E R con ( a a=2nk, r2=25n con ( a 1666. 2 con 


pue 
bo ER. 


Lalo com 


E sh -k con 


a=U 
b=0; E +0; 
1007, acom, a>3 2=ak, 9= 3 arcos 2 


Eh (onde KCZ, poro k =% 7) con 





ra 1668. ¿+ con a<—3, a>1; 1-3 





+20) con a+ 2 (2k—4n—1). 1670. = E con a= 2, 




















a, 2 
nh 24 Eh con aER. 1672, y conasel; 1EZ con a=1. 1673, Y 
con a Ea ; 2 con a= 7 1674. GH cm a—5, a>3: 
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(—4)harcson (— 24-142) +k con —5<a<3. 1675. Y cona<—4, a>2; 





ce arceos 2— Le %% 1 0xk con —4<a<2. 1070. Y con a<—1V2, a>V2; 
+ arccos (32 V3—a?) +nk con —12<a<V2 1077. Az con a= 


=42 2, Zi 4208 cona=—/2 Henk con [ 





1678. Y con a= 
aan 
c+ 


at—V2. 


nn El EE 
= Hgm E q bak con a=an; 3+3+* con ( 





1070, ys con amm, no < Ems rote (lg a A Y 


Ark con Eno < Fdema, q a<o< 3% fem. 1080, 3 con —2< 





-2ade con a<-—2; + arccos 
1681. GQ con  p-+2m<a<x—oq- 21; 








+2 con _«a>2 








arc1g Dra Posta 19 de con q +0 <a < 942 (9 
pa Pa 1082. % cona=—1; 1 con a=—1. 1683. Y cona<)0, 





0 
con ( SO 8%. ade con e<i, 1455 menk, 1, 


va 
A al. 


= ha 5 
=-+ 050003 Ll 243 1 dl con so<k y =5%k, 2= 








14140 F5 2 
de arcos — pets io peque 


n= — [4h > Le (a aros E AE o -4<0s2. 1686. 
14% 
5 UB 





con a< : =F+ak, 7¿= —arctg 3-pnk con 
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a=4; arclg — 7-1) +ak con <a<t, 1<0S 
sp 1687, 43 com La BAN q; 60) donde £E 1, con ( do 
[ ht 2nk 
com 2 l>; ES o LZ + 2nk; 
l 280n 
3 
pata 
se) , donde =2arccos , con <1. 1688, Y 
20m 25en > 
7 E 
Do Zn 
yl a=( 
<on e y con | > 1; (1; b—1), donde 1€R, con [ EA 
2sen 
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Em im ae), (2 %—u— 24), donde 
DA due 
a=—2orcsen —E—, com <1. 1089. 3 con | 2a:J-cosl | 
2sen >> 2 sen Y 
2 7 
ka HE be dde benz 
(E + ak) ” ( ba me], dote a 


A -cosb), con |2a-+cosb1<1. 1690. Y con | 2—=senbj> 























(5 pa 2 a), (E ts RES a) y donde 

co=arcsen (2a—sen b), con |2a—sendj<t. 1091, Y con a y con 
bae e 

( [sa io ele EE ca 

sen d a ús 

0), (E A), donde ars . cun 
Dotar 4 ,. 
| a 7 |<. 1692. 2 con Eq > illa — Pa), 
sen 

UB race); aba), (Bea (led); adm), (— a (kelo); 

BHx(k—n)), donde a= condo pocas Bm 200cos o pe 


<<. 1693. ¿Y con a, a>$: (aba (e); Pn(k—n)), 


(Febrero Patata). (Ep Ea 
aresona 








Hr (049), (a—a+a(n—a) «Prato donde cs 2USCnda 


ss arcsen da — arcsena 
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Ly dE e a 
, con Psico 1694. Y con ad y con 





usen 
, . a=i (ba 
li A > 1; (5 00, donde LE, com ie CE 


Una (ae! 






pra 





e), (4 ba 


ax) , donde =arccos 


+evs 4), 











e) 
con ki too |<, 1695, Y con af; nl m5 (0) 


con a=0). 1696. Y con ah aa (Fra El s4) cun a=> 
e P420m (EE ena 
ac, > pta (—4)" aresen 2a--am), (A 
Xareseu 2a-P sk), (— 4)" arcsen a+ 1) con =E<i<h 1698. 2 nes 


14203 
E 





.. 








+ax) con asi 24200 1697. Y con 





arcetg Hno 
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> arecte 3 ent con a>i. 1699. 2 con ah 5 ná 
P+a 
a <1<1— => nd con a> 7 (a arccos 7 5 
z VTA 
vada de ) 1700. 4 e <S—arecos ELEVA ms, 
a 
5 2h 
ascos Eh BR > daa <p r2nk con a <<! a 2an, — ade < 
j VTA 
<a < 42m con al — 2 << q 2h, arccos — A 








+2mk << 2n— arcos +21 con a>0, 


A NUESTROS LECTORES: 


Mir edita libros soviéticos traducidos al 
español, inglés, fraucés, árabe y otros idiomas 
extranjeros. Entre ellos figuran las mejores obras 
de las distintas ramas de la ciencia y la tícnica, 
inanuales para los centros de enseñanza supe- 
rior y escuelas tecnológicas, lileratura subre cien- 
cias naturales y médicas, También se inclnyea 
monografías, libros de, «divulgación científica y 
ciencia-ficción. 

Dirijan sus opinio la Mdilorial Mir, 1 
KRizhski per., 2, 121820, Moscú, I-140, GSI', URSS. 














Y. Butúzov 


ANALISIS MATEMÁTICO. PROBLEMAS Y EJERCICIOS 


El presente hbro de texto está escrito por el colectivo de los profesores 
de la facultad de física de la Universidad Estatal Lomonósov de Moscú. a hase 
de la experiencia de muchos años de conferencias y seminarios en el campo 
del análisis malemálico. A pesar de su volumen bastante reducido, csta coleo- 
ción reúne un material rico correspondiente a casi todos los apartados del aná- 
lisis matemático de la función de variable. 

Segín cada apartado los anlores exponen nociones Leóricas básicas con 
la interpretación fisica «de los conceptos a introducir. Luego, dan preguntas 
de control según la Leoría que contibajen a da asimilación no formal de con- 
cepos teóricos. Les siguen Jos ejemplos de solución de problemas, tanto típicos 
como originales, que atraco la atención del estudiante a los aspectos de mayor 
importancia, por ejemplo, a las condiciones de aplicabilidad de uno u otro 
teorema o fórmula 

Esto trabajo se caracteriza por un alto nivel científico y molodológico, 
combinando la rigurosidad matemática con la exposición viva y comprensib)e 
del material Se recomienda a los estudiantes de los centros de enseñanza técnica 
Superior, eu particular a los que cursan las espocialidades de la física. 

















N. Krasnov 
PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE AERODINÁMICA 


Este manual da a conocer los problemas actuales de la aerodinámica rela- 
cionados, fundamentalmente, con el cálculo de parámetros aerodiuámicos de 
los aparatos de vuelo en un amplio diapasón de velocidades (desde los subsó- 
nicos hasta los grandes supersónicos). El material teórico se expone en forma 
de problemas y ejercicios. Las respuestas contienen las conclusiones teóricas 
principalos y la descripción do los algorilinos según apartados correspondientes 
de la aerodinámica (cinemática y dinámica de los gases, teoria de saltos de 
compresión, aerodinámica estacionaria y no estacionaria de las alas y los cuer- 
pos de rotación, intorferencia acrodinámica, dispositivos de Limón, rozamiento, 
termotransieroncia, acrodinámica de medios enrarccidos). 

El material del libro ampliamente ilustrado con datos experimentales 
y do cálculo obtenidos ultimamente como resullado de investigaciones «le flujos 
de líquido y de gas, permito conocer los principios, procedimientos y métodos 
más divulgados de solución de los problemas acrodinámicos ingenicriles con 
la aplicación de ordenadores, Se brindan esquemas-bloques y programas de 
cúlculo para la solución de algunos problemas, 

Este trabajo puede ser úlil e interesante para un amplio circule de brabaja- 
dores científicos, ingenieros y lécnicos. Asimismo, lo ¡meden usar estudiantes 
y profesores de correspondientes especialidades de las Universidades y de otros 
centros de enseñanza técnica superior. 








K. A. Rybnikov 


ANÁLISIS COMBINATONIO. PROBLEMAS Y EJERCICIOS 





'Podos aquellos quien hoy día emplean en su trabajo métodos matemáticos 
se cucuentran con la necosidad de resolver problemas de carácter combinalorio. 
A los problemas de tal indole se reducen, por ejemplo, investigaciones de Jos 
circuitos vléctricos y esquemas electrónicos, de los sistemas de organización 
y dirueción de la producción, do los flujos de Lransporte e información, do la 
<onstraceron y explotación de la mayor parte de los ordenadores os oros. 

manual en consideración Liene por objeto ayudar a domina é 
de resolución de los problemas combinalorios y los hábilos do investigación 
de los problemas teóricos correspondientes. Están incluidos en él cerca de 
1000 prablemas y ejercicios. La mayoría abrumadora de ellos viono dotada 
de respuestas, soluciones o indicaciones referentes a su resolución. 

Auuque las construcciones combinalorias son diversas y específicas, se 
analizan, sin embargo, desde las posicio: ricas unificadas 
EJ manual será útil nu sólo para los estudiantes o aulodidactas, sino la: 

va el amplio círculo de especialistas que ljenen una alta preparación 
matemática 



























